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Cuvant-inainte

Prezentul manual este elaborat conform curriculumului liceal la matematica, editia
2019, axat pe formarea de competente.

Manualul este structurat pe module. Pentru orientare, la inceputul fiecarui modul sunt
formulate obiectivele educationale care pot fi atinse studiind modulul respectiv. Obiectivele
marcate cu * vizeazd numai elevii de la profilul real. Mentionam cd manualul contine
compartimente ce tin de elemente de analiza matematicd, numere complexe, elemente de
algebra superioard si geometrie.

La aceasta treapta a scolarizarii, elevii se familiarizeaza cu o serie de concepte noi.
Acest fapt este un motiv in plus de a parcurge atent atit materialul teoretic (definitii,
teoreme, proprietati etc.), cat si exemplele ilustrative, exercitiile motivationale si cele
rezolvate. Numai 1n acest mod pot fi realizate prevederile principiilor constructiv si formativ
puse la baza studierii matematicii in Invatdmantul preuniversitar.

Manualul este structurat astfel incat sa poata fi utilizat la predarea matematicii atat
elevilor de la profilul real, cat si celor de la profilurile umanist, arte, sport. De retinut ca
materialul (textul) marcat in partea stanga cu o bari verticala este previzut numai
pentru profilul real. Pentru profilurile umanist, arte, sport aceste texte pot fi
propuse ca extinderi. In plus, in conformitate cu obiectivele preconizate, exercitiile si
problemele propuse la sfarsitul paragrafului, precum si la sfarsitul modulului sunt clasificate
dupa profil”. Exercitiile marcate cu * au un grad sporit de complexitate si nu sunt obligatorii
pentru rezolvare la profilul respectiv.

Testele sumative servesc la verificarea nivelului performantelor atinse si sunt elaborate
pe profiluri.

Unele prevederi tin sa faciliteze organizarea lucrului individual al elevilor. In afara de
exemplele motivationale, de consolidare si de utilizare a conceptelor, in manual sunt
prezentate modele de rezolvare a principalelor tipuri de exercitii si probleme.

Y La fiecare profil, exercitiile si problemele sunt clasificate pe niveluri:
a) profilurile umanist, arte, sport: A — cunoastere si intelegere, B — aplicare, C — integrare;
b) profilul real: A; — cunoastere si intelegere, B, — aplicare, C, — integrare.
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Simbolurile si notatiile folosite sunt cele intalnite frecvent in literatura de specialitate si
recomandate inclusiv de curriculumul gimnazial la matematica, editia 2019. Sunt folosite
literele alfabetului grec, pe care-l reproducem mai jos.
tintele, atat prin Insusirea unor notiuni teoretice suplimentare (optionale), cat si prin rezolvarea
unor probleme mai complicate.

Stimati profesori si dragi elevi, speram ca acest manual sa devind un instrument didactic
util in studierea matematicii. Totodata vom fi recunoscatori pentru obiectiile si sugestiile
dumneavoastra ce vor contribui la imbunatdtirea continutului manualului.

Autorii
Alfabetul grec

Litere Citirea literelor Litere Citirea literelor
A« alfa N v niu

B S beta =& csi

'y gama Oo omicron

A b delta InIr pi

E ¢ epsilon Pp ro

Z{ zeta Yo sigma

Hn eta Tt tau

00 teta Yo ipsilon

I iota (O] fi

K x kapa X x hi

A A lambda Yy psi

M u miu Qw omega




 Modulul |
Siruri de numere reale

Objective

operarea cu numere reale pentru a efectua calcule in diverse contexte;
reprezentarea prin diverse moduri a girurilor, progresiilor aritmetice si geometrice;
clasificarea dupa diverse criterii a sirurilor numerice;

aplicarea sirurilor, progresiilor aritmetice §i geometrice in diverse contexte;

00000

*utilizarea in diverse contexte a notiunii de limita a sirului, a sirurilor convergente, divergente.

In modulele 1-5 vom studia elemente de analizd matematicd — unul dintre compar-
timentele fundamentale ale matematicii. Aplicatii ale analizei matematice Intlnim in fizica,
tehnica, geometrie, economie si Tn multe alte domenii. Cadrul numeric al analizei matematice
il constituie multimea numerelor reale. Obiectele ei de studiu — dependentele functionale,
derivatele, integralele — sunt, in fond, limite definite Tn mod corespunzator. Pentru a studia
limitele de functii, este necesar sa examinam limitele de siruri numerice.

| Siruri numerice. Recapitulare si completari

1.1. Marginile inferioare si superioare ale multimilor
de numere reale

Vom studia unele proprietati ale multimilor de numere reale necesare pentru fundamen-
tarea studiului analizei matematice.

Axioma continuitiatii multimii numerelor reale

Fie A si B doud submultimi nevide ale multimii R, astfel incat
pentru orice a€ A si orice he B are loc relatia a <b. Atunci
exista cel putin un ce R, astfel incat a <c <b.

Principiul lui Arhimede!

Pentru orice numar real x existd un unic numar intreg m, astfel
incat m<x<m+1.

Numarul m se numeste partea intreagd a numarului x si se
noteaza [x].

! Arhimede din Siracuza (cca 287-212 1.H.) — invatat grec.




Modulul 1

Definitii. * Multimea X cR se numeste marginiti superior (marginita infe-
rior) daca existd un numar ce R, astfel incat x<c¢ (x=c), pentru orice xe X.
Numarul ¢ se numeste majorant (minorant) pentru multimea X.

* Multimea X R se numeste marginita daca ea este marginita superior si infe-
rior, adica existd numerele reale m, M, astfel incat m < x < M, pentru orice x€ X.

Pentru fiecare dintre aceste propozitii poate fi formulata negatia ei logica. De exemplu,
negatia primei propozitii este: multimea X — R nu este marginita superior (marginita
inferior) dacd pentru orice me R existd x’e X, astfel incat x">m (x"<m). (Cu ajutorul
cuantificatorilor universali V, 3 conditia ,,pentru orice [oricare ar fi] me R existd x’e X
se scrie concis astfel: Vme R, 3x’e X))

Observatie. Orice multime X R, marginitd superior (marginitd inferior), are o
infinitate de majoranti (minoranti). Daca numarul ¢ este un majorant (minorant) pentru
multimea X, atunci oricare alt numdr ¢, mai mare (mai mic) decét ¢ de asemenea este
un majorant (minorant) pentru multimea X. Intr-adevar, pentru orice xe X, astfel
incat x<c i c<c,, rezultd cd x<c,, deci ¢, este de asemenea un majorant.

Definitie. Elementul a€ X (daca existd), X cR, se numeste cel mai mare
(respectiv cel mai mic) element al multimii X daca pentru orice xe X avem x<a
(respectiv x > a). In acest caz, se noteazd: a =maxX (a=minX).

Exemplu

Pentru multimea A = {l | neN }, max A =1, iar min 4 nu exista.
n

Definitii. « Cel mai mic majorant (daca exista) al multimii marginite superior X < R
se numeste margine superioara (supremum) pentru X si se noteaza sup X.

* Cel mai mare minorant (daca existd) al multimii marginite inferior X cR se
numeste margine inferioara (infimum) pentru X si se noteaza inf X.

Observatie. Fie oo =infX §i B=supX, iar ¥ ={-x|xe X}, atunci infY=—f si
supY =—o.

Exemple

1. Multimea numerelor naturale N nu este marginita superior, dar este marginita
inferior. Prin urmare, multimea N nu este marginita. Multimile Z, Q, R nu sunt marginite
nici inferior, nici superior.

2. Multimea X = {l ‘n € IN*} este marginitd, deoarece Vn=1 avem O<l <l
n n
3. Multimea 4= {sinx |xe R} este marginita, deoarece —1<sinx <1, pentru orice xe R.

Observatie. In exemplul 2, inf X =0¢ X, supX =le X, iar in exemplul 3,
inf A=—1€ 4, supA=1€ A. Asadar, supremumul (infimumul) unei multimi X cR
poate sa apartind sau poate sa nu apartind acestei multimi.
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Siruri de numere reale

O multime nevida marginita superior are o infinitate de majoranti, iar supremumul ei
este cel mai mic majorant. Cum o multime infinita de numere poate sa nu aiba cel mai mic
element (a se vedea exemplul 2), apare urmatoarea intrebare: o multime numerica nevida
marginitd superior (inferior) poseda oare supremum (infimum)?

Teorema 1. Orice multime numerica nevida marginita superior (inferior) poseda
margine superioara (inferioara) si aceastd margine este unica.

Teorema 2 (de caracterizare a marginii superioare a unei multimi)

Fie X cR o multime nevida marginita superior. Numarul M~ este marginea supe-
rioard a multimii X daca si numai daca:

1) x<M", pentru orice xe X;

2) pentru orice € >0 existd x, € X, astfel incat x, >M " —¢.

Teorema 3 (de caracterizare a marginii inferioare a unei multimi)

Fie X cR o multime nevida marginita inferior. Numarul m* este marginea infe-
rioard a multimii X daca si numai daca:

1) x>m", pentru orice x€ X;

2) pentru orice € >0 existd x, € X, astfel incat x, <m" +e&.

Demonstratia acestor teoreme rezultd imediat din definitia marginii superioare si
respectiv a celei inferioare pentru o multime.

Daca multimea X nu este marginita superior (inferior), atunci vom conveni sa scriem
sup X =+4oo (inf X =—e0). Pentru X =R, convenim cd infR=—c0 §i supR=+co.
Pentru orice xe R, consideram cd —oo < x <+o0,

Exerecitii rezolvate

- . .. . .. 1 *
% 1. Sé se determine supremumul si infimumul multimii 4 = {1 -—— | nelN ;.
n

Rezolvare:

. - 1 . * . . - v e

Evident ca 0<1——<1, pentru orice ne N'. Deci, multimea 4 este marginita.

n
Sa demonstram ca supA4=1. Vom aplica teorema de caracterizare a marginii

. . . 1 * . e . ..
superioare a unei multimi. Deoarece 1-—<1, Vne N, rezulta ca prima conditie a
. . y n
teoremei 2 este verificata.

- - . . . 1 N .
Observam ca pentru orice € >0 inecuatia 1——>1—¢ are solutii in N". Fie n, una
n

dintre aceste solutii. Obtinem ca pentru orice € >0 existd numarul I—Le A, astfel
o A 1 .. . . B
incat l_n_ >1—¢. Asadar, conditia a doua a teoremei 2 este verificatd. Prin urmare,

supA=1. ’
Sa demonstram ca inf 4 =0. Avem 1— 1 >0, Vne N". Cum 0 apartine acestei multimi
n

(pentru n = 1), rezulta ca inf 4 =0. Constatam ca infA=min A€ 4, iar supA¢ A.
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Modulul 1

2
% 2. Fie multimea 4= 271 |ne N?.
n°+4
a) Sa se demonstreze ca multimea 4 este marginita.
b) Sa se determine supremumul si infimumul multimii 4.

Rezolvare:
2

a) Observam cd 0 <

> <1, pentru orice ne N. Deci, multimea A4 este marginita.

n +4
b) Sa demonstram cd sup A4 =1. Vom aplica teorema 2. Prima conditie a teoremei
2

este verificatd. Vom ardta ca pentru orice 0 < ¢ <1 inecuatia >1—¢ aresolutii in N.

n’ +4

Rezolvand aceastd inecuatie, obtinem n > 2, /% —1 si, conform principiului lui Arhimede,

dn, € N, astfel incat n, > 21/%—1, anume n, = [2 %—1]+l. Prin urmare, supA4=1.
2
Deoarece

> >0, VneN, si 0 4, rezulta ca inf4=0.
n-+4

Observatie. Multimea tuturor fractiilor subunitare pozitive nu poseda nici cel mai mic
element, nici cel mai mare element, infimumul §i supremumul acestei multimi fiind
respectiv numerele 0 si 1.

1.2. Notiunea de sir numeric. Siruri finite, infinite

Definitie. Fie £ cR o submultime. Se numeste sir de numere reale (sir nu-
meric, sir real) orice functie f: N — E.

O astfel de functie asociaza fiecarui numar natural € N* un unic numarreal f(n)e E.

Daca functia f este definitd pe o submultime finitd a elementelor consecutive ale
multimii N*, atunci se obtine un sir numeric finit. In caz contrar, sirul obtinut se numeste
sir numeric infinit.

Numarul f(n) se noteaza cu x, si se numeste fermenul de rang n al sirului sau
termenul general al sirului, iar insusi sirul se noteazd cu (x,)

nzl*

Observatii. 1. Uneori, functia f este definitd pe N si atunci sirul incepe cu termenul de
rang zero, adica scriem (x,),.,, sau functia este definitd pe N\ {0, 1, ..., K —1}, atunci
scriem (x,)

nxk*
2. In mod frecvent, pentru siruri utilizim si notatii ca (a,),.,» (5,),1> (€¢,),o1> (€)1

(ﬁn )nZl etc
Exemple

: 1 DU
L. Sirul (x,),.,, x, = reprezintd sirul inverselor numerelor naturale nenule.

2. Sirul (a,),.,, a, =n, este sirul numerelor naturale.

3. Sirul (b,),.,, b, =/n—2, estesirul 0, 1, N2, ..., /n—2, ...
8 |



Siruri de numere reale

Sirul se considera definit daca este indicat modul de obtinere a termenilor sai.

Un sir poate fi definit:

1) analitic, adica prin formula termenului general

Aceasta formuld permite calculul oricarui termen al sirului.

De exemplu, pentru sirul (x,),.,, definit prin termenul general x, =1+(-1)", avem
x=0,x,=2,x,=0,x,=2, ...

2) prin descrierea termenilor sirului

De exemplu, sirul numerelor prime este 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ...

3) printr-o relatie de recurentd. In acest caz se precizeaza unul sau cativa termeni si
o relatie de recurenta din care se deduc ceilalti termeni ai sirului.

Exemple

1. Fie x, = V2 si relatia de recurenta x,,, =,/2+x,, pentru orice n>1.

Atunci obtinem sirul x1=\/§, x2=\/2+\/§, x3=\/2+\/2+\5,

2.Fie x, =1, x,=1si x, =x,, +x,_, pentru orice n=2. Aflam termenii sirului:
X, =1 x, =1, x,=x,+x,=2, x;,=x,+x, =3, x, =x,+x,=5, x;,=x,+x, =8, ...

Asadar, obtinem sirul 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..., care se numeste
sirul lui Fibonacci'.

Se poate determina formula termenului general al sirului
lui Fibonacci:

) _L. (14_\/5)"“_[1_\/5
T2 2

Sirul lui Fibonacci are aplicatii in diverse domenii ale mate- ~ EESOEERIER SRS EIed))
maticii: combinatoricd, teoria numerelor, analiza matematica

n+l
J , pentru orice ne N.

s.a. El poseda proprietati interesante (de exemplu, toti termenii sirului de rang divizibil cu
3 sunt numere pare, termenii de rang divizibil cu 4 sunt divizibili cu 3, iar termenii de rang
divizibil cu 15 sunt divizibili cu 10).

l Definitie. Doua siruri, (x,),., si (»,),.,» se numesc egale daca x, =y , Vne N".

n—1
Astfel, sirurile (%] sil,0,1,0,... sunt egale, iar sirurile 1,0, 1, 0, ... 51 0,
n>1

1, 0, 1, ... nu sunt egale, cu toate ca au aceeasi multime de valori ale termenilor: {0, 1}.

l Definitie. Un sir (x,),., se numeste constant dacd x,, = x,, pentru orice ne N".

Exemplu
Sirul (x,),., definitde x, =3 si x,,, =+/x, +6, Vn =1, este constant:
x, =3, x,=3, x,=3, ..

! Leonardo da Pisa (Fibonacci) (1175—-1250) — matematician italian.




Modulul 1

1.3. Siruri monotone. "Siruri marginite

Definitii. » Sirul (x,),,, se numeste crescitor (respectiv descrescitor) daca

x, <x,,, (respectiv x, >x, ), VneN".

 Sirul (x,),., se numeste strict crescator (respectiv strict descrescator) daca
*

), VneN.

o Sirurile crescdtoare sau descrescitoare se numesc siruri monotone.

* Sirurile strict crescatoare sau strict descrescatoare se numesc siruri strict mono-

tone.

x,<x,, (respectiv x, >x

Observatie. Exista siruri care nu sunt monotone.
De exemplu, sirul (x,),.,, x, =(=1)" x,==1, x, =1, x, =-1, ...

Pentru a determina daca un sir (x,),,, este crescdtor sau descrescator, se poate
proceda astfel:

1. Studiem semnul diferentei a doi termeni consecutivi:

e daca x,,, —x, 20, Vne N', atunci sirul (x,),., este crescator;

n=1

e daca x,,,—x, <0, Vne N, atunci sirul (x,),, este descrescator.

2. Daca termenii sirului sunt pozitivi, atunci comparam cu unitatea raportul a doi
termeni consecutivi:

- . . X ‘ . <
e dacd x, >0, VneN', si x"—“ZL Vne N, atunci sirul (x,),., este crescator;

n

- * .X * .. -
e daca x, >0, VneN", si =L <1, Vne N’, atunci sirul (x,),,, este descrescitor.
X >

n

Inlocuind semnul ,,>” (,,<”) cu,,>" (,,<”), se obtin criterii analoage pentru monotonia
stricta.

Exercitiu rezolvat

a i ia si ; 5. _n+l 1
Sa se studieze monotonia sirului (x,),.,, dacd: a) X, =5 b) x"__n(n+1)'
Rezolvare:
Q) x —x =(n+1)+1_n+1 _n+2 n+l =(n+2)(n+2)—(n+1)(n+3)=

T T ()42 n+2 n+3 n+2 (n+3)(n+2)
n+4n+4-n*—-4n-3 1 .
- = >0, VneN".

(n+3)(n+2) n+3)n+2) > '€

Ceea ce inseamna ca x,,, >x,, Vne N, adica sirul este strict crescator.

b) Observam ca x, >0, Vne N
- 1 N S 1 _ _n .
S0 ) ey DT b Tre

Prin urmare, sirul este strict descrescator.

X
Atunci —
X

n
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Siruri de numere reale

Definitii. « Sirul (x,),., se numeste marginit superior (marginit inferior) daca
existd un numar real a (respectiv b), astfel incat x, <a (respectiv x, >b), Vne N'.
* Sirul (x,),., se numeste marginit daca el este marginit superior si inferior, adica
existd doud numere a, be R, astfel incat a < x, <b, pentru orice ne N,

Sirul (x,),., este nemarginit daca VM >0, In,, € N', astfel incat |x, |> M.
2 ny

Exercitiu rezolvat

% Sa se stabileasca daca sirul (x,),.,, x, = ;ZI; , este marginit.
Rezolvare:
2n+1 . . .
X = >0, Vne N’, deci sirul este marginit inferior.
" 2n+3
Sa demonstram ca sirul este marginit si superior.
. < 2n+1 _2n+1+2-2 (2n+3)-2 2
- = = = = —_ >
Intr-adevar, x, i3 i3 ni3 1 2n+3<1’ Vn=1.
Asadar, sirul, fiind marginit inferior gi superior, este marginit:
2n+1 .
0< P <1, VneN.

Exercitii propuse |

Profilurile umanist, arte, sport

A 1. Si se dea exemple de siruri finite, infinite.

2. m Lucratiin perechi! Sa se dea un exemplu de sir numeric cu termeni pozitivi, care strict

descrescator ,,se apropie” de zero.
_2n+1

" on+d’

a) Sa se scrie primii cinci termeni ai sirului.

3. Fiesirul (x,),,,, x

b) Sa se studieze monotonia sirului.
B 4. Si se dea un exemplu de sir numeric cu termeni negativi, care strict crescitor ,,se apropie”
de zero.
5. Sa se dea exemple de siruri care nu sunt monotone.

6. Sa se studieze monotonia sirului (x,),,,, daca:
a)x=3n+1' )x_n—l. c)x=3n+1
" 4n+3’ "+l "osp

C 7. Sise giiseascd formula termenului al #-lea (7 >1) al sirului:

01,3,5,7,9, . pi L L1
39 27 81
8. Este termen al sirului (a,),.,, unde a, =n° —17n, numarul:

a) —30; b)-72; c)—200?

°

Lucrati in grup! Proiect Aplicatii ale sirului lui Fibonacci in naturd.

[



Modulul 1

Profilul real
A 1. Si se dea exemple de siruri marginite, siruri nemarginite, siruri monotone.

2. m Lucrati in perechi! Folosind cuantificatorii logici, s se scrie negatia propozitiei:
»oirul numeric (x,),., este marginit superior”.

nzl
24 (=)

3. Sa se scrie primii cinci termeni ai sirului (x,),.,, X, W

11

4. Pentrusirul (x,),., definit prin formula termenului general x, = (J :

n=1 10

a) sa se scrie primii cinci terment;,

b) sa se studieze monotonia si marginirea sirului.
_3n-1

" 3n+1’

6. Sa se determine marginea superioara si marginea inferioara pentru multimea:

2 2
a)X:{n, neN*}; b)Xz{—n, neN*}.
n+l n+l1

5. Sa se demonstreze ca sirul numeric (x,),.,, X este strict crescator §i marginit.

B, 7. Pentru sirul (x,),., definitde x, =1 si relatia de recurentd x,,, =x, —2, Vn>1:

a) sa se determine formula termenului de rang #;
b) sa se studieze monotonia i marginirea sirului.

8. Sa se scrie primii cinci termeni ai sirului (x,),., sisd se defineascd acest sir prin formula
termenului de rang n, daca:
a) x, =-10, x,,, =x, +5 pentru n>1;
b) x, =4, x
Sa se studieze monotonia i marginirea acestor siruri.

=2x, pentru n=1.

n+l

9. Sa se scrie cu ajutorul cuantificatorilor:
a) submultimea X R nu este marginita superior;
b) numarul m nu este marginea inferioara a submultimii X cR;
¢) numarul M nu este marginea superioara a submultimii X c R.

C, 10. % Investigati! Fie sirul recurent (x,)

a) Sa se determine formula termenului general al girului.

1 definitastfel: x, =1 si x,,, =x, +L, Vn=1.
2. 3)’7

b) Sa se studieze monotonia sirului.

¢) Sa se stabileasca daca sirul este marginit.

11. Sa se determine marginea inferioara si marginea superioara pentru multimea:
a) A={xeR,|x|=3}; b) B={xeR, x’<7}.

12. m Lucrati in grup! Proiect Aplicatii ale sirului lui Fibonacci in diverse domenii
(biologie, medicind, fizica).
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B Progresii aritmetice. Progresii geometrice

Vom cerceta siruri numerice speciale care admit aplicatii importante.
2.1. Progresii aritmetice
2.1.1. Notiunea de progresie aritmeticd

Fie sirul de numere reale (a,),.,, astfel incat a, =2 si a,, =a,+3 pentru orice
n=1. Deci, a, =2, a,=a,+3=2+3=5, a,=a,+3=5+3=8, a,=a,+3=8+3=11, ...

Observam ca fiecare termen al acestui sir, incepand cu al doilea, se obtine prin
addugarea la termenul precedent a aceluiasi numar, si anume 3.

Definitie. Se numeste progresie aritmetica un sir de numere reale in care fiecare
termen, Incepand cu al doilea, se obtine din termenul precedent prin addugarea aceluiasi
numar.

Sirul de numere «,, a,, ..., a,, ... este o progresie aritmeticd daca pentru orice k =1
avem a,, =a, +r, unde r este un numar real. Numarul » se numeste ratia progresiei
aritmetice, iar a, este primul termen al acesteia.
O progresie aritmetica (a, )., este complet determinata, daca se cunosc primul termen
a, siratiar.
Daca: ¢ r>0, atunci progresia aritmetica este strict crescdtoare;
* <0, atunci progresia aritmetica este strict descrescdtoare;
* r=0, atunci progresia aritmetica este constantd.

Exemple

n=l1

1. Pentru g, =1, r =2, obtinem progresia aritmetica 1, 3,5, 7, ...
2. Daca a, =1, r=-3, atunci avem progresia aritmetica 1, -2, =5, =8, ...
3. Pentru @, =7, r =0, obtinem progresia aritmetica 7, 7, 7, ...

Definitie. Se spune ca numerele a,, a,, ..., a, sunt numere in progresie aritme-
tica daca ele sunt termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.

Progresia aritmetica poseda o proprietate importanta, care 1i justifica denumirea.

Teorema 4. Orice termen al unei progresii aritmetice «,, @,, a;, ..., a, |, @,, a
incepand cu al doilea, este media aritmetica a termenilor vecini lui:

ntls c

a _ +a
a, === 22,

Exercitiu. Demonstrati teorema 4.

Este adevarata si

Reciproca teoremei 4. Daca fiecare termen al unui sir de numere reale, incepand
cu al doilea, este media aritmetica a termenilor vecini, atunci acest §ir este o progresie
aritmetica.

[ 13



Modulul 1

Demonstratie
< upu < . . . utivi ai unui si B
Sa presupunem ca pentru orice trei termeni consecutivi ai unui sir oarecare (a,),.,
. a ,+a
are loc relatia: a, = —-—"L pn>2.

Atunci 2a,=a, , +a,,,, deunde obtinem a, +a, =a, ,+a,, sava,—a, =a,, —a,.

Aceasta inseamnad ca diferenta dintre orice termen al sirului (a,),,, si predecesorul
sdu este un numar constant, deci sirul (a,),., este o progresie aritmetica. -

nl

2.1.2. Formula termenului general al unei progresii aritmetice

Fie a, primul termen al progresiei aritmetice («,)
definitiei progresiei aritmetice, avem:

1> lar rratia ei. Atunci, conform
a,=a,+r,

a,=a,+r=(a, +r)+r=a, +2r,

a,=a,+r=(a, +2r)+r=a,+3r,

Teorema 5. Termenul general al unei progresii aritmetice («,),., este dat de for-

nz1

mula: | a,=a,+(n-1)-r.| (1)

Demonstratie

Vom demonstra formula (1) prin metoda inductiei matematice.

Notam prin 4(n) afirmatia din egalitatea (1).

1. Pentru n =1, afirmatia A(l) este adevarata.

2. Fie afirmatia A(k) adevarata pentru k >1, adica, a, =a, +(k—1)-r.

Sé demonstram ca este adevarata si afirmatia A(k +1).

Intr-adevar, a,,, =a, +r=a,+(k=1)-r+r=a, +k-r.

3. Conform metodei inductiei matematice, afirmatia A(n) este adevarata pentru orice
numdr natural nenul n. P

Observatie. Progresia aritmeticd (a,),.,, de ratie » poate fi definitd prin relatia de

=2a,, —a,, Yn=1,

nl1

recurentd a,,, =a, +r, Vn 21, sau prin relatia de recurenta a
si primul termen a,.

n+2

2.1.3. Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii aritmetice

Teorema 6. Fie numerele reale a,, a,, ..., a, ;, a, in progresie aritmetica.
Atunci suma termenilor egal departati de termenii extremi este egala cu suma
termenilor extremi: a, +a

=a, +a,, pentru orice k >1.

n—k+1

Demonstratie
Fie numerele a,, a,, ..., a, 1n progresie aritmetica. Daca r este ratia progresiei, atunci
a,=a,+k-0)-r st a,, =a+m-k)r,

de unde a, +a =[a, +(k-Dr]+la, +(n—k)r]=2a,+(n-1r.

14|
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Siruri de numere reale

Dar a,+a,=a,+[a, +(n=1)r]=2a,+(n-1Dr.

Astfel, obtinem egalitatea a, +a, ,,, =2a,+(n—=l)r=a,+a,. P

n—k+1

Folosind teorema 6, se obtine usor formula generala pentru suma primilor 7 termeni ai
unei progresii aritmetice.

Notam cu §, suma primilor » termeni ai progresiei aritmetice (a,),., si 0 scriem de

doua ori astfel:

S, =a+a,+a,+...+a,,+a, +a,

n—1

S, =a,+a, +a,,+..+ta,+a,+ta,.

n—1
Adunand aceste doua egalitati membru cu membru, obtinem:
2§, =(a,+a,)+(a,+a, )+(a,+a,,)+..+(a,,+a,)+(a,, +a,)+(a,+a).

Conform teoremei 6:

a+a,=a,+a, =a,+a,,=..=a, ,+a,=a, +a,.
a +a
De aceea 2S, =n(a, +a,), de unde S, =— 5 L.n.
.. a +a, o .. ..
Retineti: S, == (2) — formula sumei primilor » termeni ai progresiei

aritmetice (a,),.,-

2a,+(n—-Dr
2

aritmetice (a,),.,, aplicabild in cazul in care se cunosc primul termen «, i ratia r.

S, = n (3) —formula de calcul al sumei primilor 7 termeni ai progresiei

Exercitiu. Demonstrati formula (3).

Exerecitii rezolvate
% 1. Sa se afle suma numerelor naturale de la 1 1a 100.

Rezolvare:

Aceste 100 de numere sunt 1n progresie aritmeticd. Primul termen al progresiei este 1,
iar ultimul termen este 100.

. +
Deci, S,,, = 25 %o 100 = 1+100

5 > -100=5050.

% 2. Sa se afle primul termen al progresiei aritmetice (a,),.,, dacd a,, =131, r=12.
Rezolvare:
Aplicand formula (1), obtinem: 131=a, +(10-1)-12 & 131=4q,+108 & a, =23.

% 3. Sa se afle primul termen si ratia progresiei aritmetice (a,),.,, dacd a, =27, a,, =60.

Rezolvare:
a,+4r=27,
a, +26r=:60.

Rezolvam sistemul si obtinem «, =21, r=1,5.

Folosind formula (1), avem: {




Modulul 1

% 4. Sa se calculeze suma primilor 100 de termeni ai progresiei aritmetice (a,),.,, daca
a, =10, a,, =150.

Rezolvare:

Aplicand formula (2), obtinem:

_10+150

S0 =5 100=80-100 =8 000.

% 5. Sd se demonstreze ca daca cotangentele unghiurilor
triunghiului ABC sunt 1n progresie aritmetica, atunci patratul
lungimilor laturilor respective ale acestui triunghi de asemenea

sunt in progresie aritmetica. 4 c

Rezolvare: b

Fie R raza cercului circumscris triunghiului ABC. Din conditia problemei avem, de
cosd cosB _cosB cosC
sin4d sinB sinB sinC

exemplu, ctgd —ctgB =ctgB —ctgC &
sin Bcos A —sin Acos B _ sinCcosB —sin BcosC
sin Asin B sin BsinC
sin(B—A4) sin(C-B)
ind  sinC
Deoarece sinC =sin(B + 4), sin 4 =sin(B +C), obtinem

sin(B — A)sin(B + A) =sin(C — B)sin(C + B) < sin’A—sin’B =sin’B —sin’C.

De aici obtinem

ind=-% sinB=-L" snc=-C
Dar s1nA—2R, 31nB—2R, s1nC—2R.

urmare, patratul lungimilor laturilor triunghiului, a’, 5%, ¢?, sunt in progresie aritmetica.

Astfel, rezultd ca a® —b* =b> —¢>. Prin

2.2. Progresii geometrice

LEGENDA JOGULY] BE SAW

O legenda spune ca jocul de sah a fost inventat in India de inteleptul Sessa, in secolul al

IV-lea. Incantat de joc, regele hindus a vrut sa-I rispliteasca pe inventator si a rimas
uimit auzind cd acesta cere sa i se dea un bob de grau pentru primul patrat al tablei de sah,
2 boabe — pentru al doilea patrat, 4 — pentru al treilea, 8§ — pentru al patrulea s.a.m.d. pana

la patratul al 64-lea. Aceasta doleantd i s-a parut regelui foarte modesta. Oare asa sa fie?
—Z b

2.2.1. Notiunea de progresie geometrica

Fie sirul de numere reale (b,),.,, astfel incat b, =3 si b, =b, -4, pentru orice n >1.
Atunci b, =3, b,=b-4=3-4=12, b,=b,-4=12-4=48, b,=b,-4=48-4=192, ...

Observam ca fiecare termen al acestui sir, incepand cu al doilea, se obtine prin inmultirea
termenului precedent cu acelasi numar, si anume 4.
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Definitie. Se numeste progresie geometrica un sir de numere reale al carui prim
termen este nenul, iar fiecare termen al sau, incepand cu al doilea, se obtine din
termenul precedent prin ITnmultirea cu acelagi numar nenul.

Sirul de numere b,, b,, ..., b,, ... (b€ R") este o progresie geometrica daca pentru
orice k=1 avem b, =b, -q, qeR".

Numarul ¢ se numeste ratia progresiei geometrice, iar b, este primul termen al ei.

O progresie geometrica (b,)
men b, siratia g.

este complet determinatd daca se cunosc primul ter-

nzl

Definitie. Se spune ca numerele b, b,, ..., b, sunt numere in progresie geome-
trica daca ele sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice.

Exemple

1. Pentru b, =1, ¢ :% obtinem progresia geometrica 1, %, 21—2, s 2%,

2. Pentru b, =2, g =-2 obtinem progresia geometrica 2, —4, 8, —16, 32, ...

Progresia geometrica cu termeni pozitivi poseda o proprietate importanta, care i justifica
denumirea.

Teorema 7. Orice termen al unei progresii geometrice cu termeni pozitivi b,, b, ,
b,,...b, .,b,,b ., Incepand cu al doilea, este media geometrica a termenilor

vecini lui: b, =,/b, ,-b,,,, Vn=2.

n—=12 n+l’ °*

n-1"Ynt1>

Demonstratie

Conform definitiei progresiei geometrice, pentru orice n>2, b, =b, ,-q si b, =—=-.

b b,
Atunci 5 =b_1= g, deunde b} =b, ,-b,,,.

n—1 n
Deoarece b, >0, obtinem b, =./b,_,-b ... P

Observatie. Relatia b, =b, ,-b,,, (sau |b,|=4/b, b, ) este adevaratd pentru
oricare progresie geometrica.

Este adevarata si

Reciproca teoremei 7. Daca fiecare termen al unui sir de numere reale pozitive,
incepand cu al doilea, este media geometrica a termenilor vecini, atunci acest gir
este o progresie geometrica.

Exercitiu. Demonstrati reciproca teoremei 7.

2.2.2. Formula termenului general al unei progresii geometrice
Fie b, primul termen al progresiei geometrice (b,),., si ¢ ratia ei. Atunci, din definitia
progresiei geometrice, avem: b, =b, - q,
by=b,-q=(b-9)-9=bq’,
b4 :b3 'q:(b1 'qz)'q:b1 _qs’




Modulul 1

Teorema 8. Termenul general al unei progresii geometrice (b,),., este dat de

formula: b,=b-q"". 4

Demonstratie

Vom aplica metoda inductiei matematice.

Notam cu P(n) afirmatia din egalitatea (4).

1. Pentru n =1, afirmatia P(1) este evidenta.

2. Fie afirmatia P(k) adeviratd pentru k >1, adicd b, =b,-¢*".

Sa demonstram ca este adevarata afirmatia P(k +1).

Intr-adevar, b,,, =b,q=(bq" " g=bq".

3. Conform metodei inductiei matematice, afirmatia P(n) este adevaratd pentru orice
numdr natural nenul n. P

Observatie. Progresia geometricd (b,),., de ratie g poate fi definitd prin relatia de

recurentd b, =b,-q, Vn =1, si primul termen b,.

n=l

2.2.3. Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice
Fie (b,),,, 0 progresie geometrica cu primul termen b, si ratia g.

Observatie. Ca si pentru numere in progresie aritmetica, pentru numerele b,, b,, ..., b,,
care sunt In progresie geometrica, are loc relatia:
by -b, ., =b b,

adica produsul termenilor egal departati de extremi este egal cu produsul termenilor
extremi.

Fie suma primilor » termeni ai acestei progresii:
S, =b+b,+..+b,. %)
Pentru a calcula S,, examindm doua cazuri:
1) ratia g =1; atunci S, =5, -n;
2) ratia ¢ #1; atunci inmultim ambii membri ai egalitatii (5) cu ¢ si obtinem:
qS,=bq+bg+...+b,_q+bgq.
Dar bg=b,, b,g=b,, .., b,_,q=>b,, de aceea
qS,=b,+b,+...+b,+b,4q. 6)
Scazand membru cu membru (5) din (6), obtinem:
gS,~S,=bg=b & S, (=D =bg-b,.

Deoarece g #1, S, = b,gq=b _b, —bnq.
qg-1 1—-¢q
] ] bl _b q . . . . . . .
Refineti: 5, =Tn’ g #1 — formula sumei primilor »n termeni ai progresiei
geometrice (b,),.,.
S, = bl(llf_qq)’ g #1 (7) —formula de calcul al sumei primilor » termeni ai progre-

siei geometrice, aplicabild in cazul in care se cunosc primul termen b, si ratia g.
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Exercitiu. Demonstrati formula (7).

Sa revenim la legenda jocului de sah.

Pentru a raspunde la intrebare, trebuie sa aflaim numarul de boabe de grau, adica sa
calculim suma 1+2+2*+2° +...+2%,

Avem: b, =1, =2, b, =2%.

Obti _2%2-1_ e

tinem S, = o1 = 2™ —1=18446744073709551615.

Am obtinut un numar natural de 20 de cifre. Considerand ca 30000000 de boabe de
grau cantdresc aproximativ o tond, ne convingem ca doleanta lui Sessa nu a putut fi
indeplinita. (Comparati: productia mondiala de grau in anul agricol 2018-2019 a constituit
circa 770000000 t, iar inteleptul a cerut aproximativ 614 miliarde de tone.)

Progresia geometrica:
ecu b >0, g>1 saucu b <0, 0<g<1 este strict crescdtoare;
ecu b <0, g>1saucu b >0, 0<qg<1 este strict descrescatoare;

*cu ¢ <0 nu este monotona;

e cu g=1 este constanta.

Exercitiu. Dati cate un exemplu pentru fiecare caz.

Progresia geometrica (b,),., se numeste infinit descrescdtoare daca ratia g verifica
relatia | g |<1. Pentru progresia geometrica infinit descrescatoare (b,)
g ~h@' =D _h=g"_ b _ b .
. qg-—1 1-¢q l-q 1-g¢g
Cand n creste, ¢" tinde la zero (,,se apropie” de zero), deoarece | ¢ | <1, iar suma S,

obtinem:

n=1°

tinde la valoarea expresiei lb L. (A se vedea si §3, secventa 3.3.)
—-q

Exerecitii rezolvate

b, —b =—4
b,—b, =8.

b

% 1. S& se afle primul termen si ratia progresiei geometrice (b,),.,, daca {

Rezolvare:
bg—b =-4,
bq’ —b, =8.

Rezolvand acest sistem, obtinem b, =1, ¢=-3.

Folosind formula (4), scriem sistemul: {

% 2. Un turist, urcAnd pe munte, in prima ord a parcurs
o distanti de 800 m. In fiecare ord urmdtoare el a parcurs
o distantd cu 25 m mai mici dect in ora precedent. in
cate ore turistul a parcurs distanta de 5700 m?




Modulul 1

Rezolvare:
Numerele 800, 775, 750, ... sunt in progresie aritmetica. Astfel, a, =800, r =-25.

Din conditia problemei rezulta sistemul:

a, =x=800-25(n-1),
S :8()0%-;1:5700.

Rezolvam acest sistem si obtinem x=1625m, n=_8ore.

Raspuns: 8 ore.

% 3. Si se determine numerele pozitive x, y, z care satisfac simultan conditiile:

)
2)
3)

Rezolvare:

X, y, z sunt in progresie geometrica,
X, y+4, z sunt in progresie aritmetica;
X, y+4, z+32 sunt in progresie geometrica.

xz=y’ xz=y’ 9x* —20x+4=0,

Obtinem sistemul: {x+z=2(y+4) S9y=4x-2 S {y=4x-2,

x(z+32)=(y+4) z=2y—x+8 z=Tx+4.

Rezolvand ultimul sistem, obtinem solutia: x=2, y=6, z=18.

Exercitii propuse |

Profilurile umanist, arte, sport

. Sa se scrie primii patru termeni ai progresiei aritmetice (a,),.,, daca:

a)a, =7, r=2; b) a,=-3, r=5; ¢)a =13, r=03; d) alzg, azzé.

. Sase afle termenul «, al progresiei aritmetice («,),.,, daca:

a) a, =131, r=12; b) a,, =0, r=-3.

. Sa se scrie primii patru termeni ai progresiei geometrice (b,),.,, dacd:

2) b=-10, g=1; b) b =1, g=+3.

. Fiesirul: a)6,9,12,15,...; b)4,8,16,32, ...

Sa se completeze astfel incat propozitia sa fie adevarata:

,Sirul este o progresie | | cu ratia | .

. Pentru a construi o serd, se folosesc piloni instalati vertical. Cel mai scurt pilon are inaltimea

de 5 dm, iar fiecare dintre pilonii urmatori este cu 3 dm mai inalt decat precedentul. Sa se afle
indltimea celui mai inalt pilon, al saptelea.

. Intr-un amfiteatru sunt 10 randuri. In primul rand sunt 100 de locuri, iar in fiecare dintre

randurile urmatoare — cu 20 de locuri mai mult decat in cel precedent. Cate locuri sunt in
total in amfiteatru?

. Vara, la munte, odata cu cresterea altitudinii cu cate 100 m, temperatura aerului scade cu

0,7°C. La poalele muntelui sunt 26 °C. La ce altitudine se afla un turist, daca termometrul
indica 14,8°C?

. m Lucrati in perechi! O bancad da o dobanda anuald de 9%. Ce suma va primi peste

5 ani o persoana care a depus la banca 2700 lei, daca dobanda calculata in fiecare an se
adauga la suma existenta?
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A

B,

&

9. Fantanarilor angajati la saparea unei fantani li s-a promis 150 de lei pentru primul metru
sapat, iar pentru fiecare metru sapat in continuare — cu 60 de lei mai mult decat pentru cel
precedent. Sa se afle cati lei vor castiga fantanarii, daca adancimea fantanii va fi de 12 metri.

10. In conditii favorabile, in fiecare ora, orice bacterie se divizeaza in altele doud. Cate bacterii
se vor reproduce dintr-o bacterie timp de 10 ore?

11. iﬁj& Lucrati in grup! Proiect Progresiile in viitoarea mea profesie.
Profilul real

1. Sa se afle suma primilor cinci termeni ai progresiei geometrice (b,),.,, d
b +b,+b,=52.

2. Sd se determine formula termenului general al progresiei aritmetice (a,),,, st S,, daca:

b+b 11
4+ 3¢

1 3 1
a) a, =—4, r=§, n=14; b) al=§, r=7, n=25.
3. Sa se scrie formula termenului de rang # al progresiei geometrice (b,),.,, daca:
a) b =9, b =2b; b) b =10, b, , ;bn
4. Fie o progresie geometricd cu S, =40, S, =60. Sd se afle S,.
5. Fiesirul: 2)16,12,8,4,... by L -1 L _1
2 4 8 16

Sa se completeze astfel incat propozitia sa fie adevarata:

,Sirul este o progresie | | cu ratia | .

6. Sa se demonstreze ca daca numerele a, b, ¢ sunt in progresie aritmetica, atunci si numerele
a’—bc, b* —ac, ¢’ —ab suntin progresie aritmetica.
7. Sa se afle primul termen si ratia progresiei geometrice (b ) 1> daca:

a) b, = 12b‘23ﬁ b)bl+b4—16 b, b+b—8

8. Si se determine numerele x, y, z€ R care satisfac simultan conditiile:
a) x, y, z sunt in progresie geometrica;
b) x, y+a, z sunt in progresie aritmetica;
¢) x, y+a, z+b sunt in progresic geometrica.
9. Sa se afle valorile lui xe R pentru care numerele 2x—1, 2x+1, x+26 sunt in progresie
geometrica.

10. Sa se determine primul termen al progresiei geometrice (b,),.,, daca:
a) S,=12, g=3; b) S, =1, ¢g=-2.
11. Saserezolvein R ecuatia: 1+7+13+...+x =280.

12. Lungimile laturilor triunghiului ABC, considerate in ordine consecutiva, sunt in progresie
geometrica crescatoare. Ratia acestei progresii este mai mica sau mai mare decat 2?

13. Sase reprezinte numarul 180 ca suma a patru numere reale pozitive, care sunt in progresie
geometricé cu ratia q ;tl dacé se stie cé termenul al treilea este cu 36 mai mare decat

14. ﬁ\ Lucrati in grup! Proiect Aplicatii ale progresiilor in diverse domenii.




Modulul 1

| Limita unui sir. Siruri convergente, siruri divergente

In Antichitate, matematicienii greci Arhimede, Zenon din Elea!
si altii au utilizat sirurile numerice pentru a obtine aproximari cat
mai bune ale unor marimi. Mult mai tarziu, s-au introdus conceptele
de sir convergent si limita.

3.1. Notiunea de limita a unui sir

Se numeste vecindtate a unui punct ac R orice interval
deschis de forma (a—¢, a+¢€), €>0. Vecindtatea punctului a se Zenon din Elea
noteaza cu U(a, €) sau V(a, €).

Prin urmare, U(a, €)={xeR|la—e<x<a+e}={xeR ||x—a|<8}.

Vom spune cd un punct x, este punct interior al multimii X, X c R, dacd exista o
vecinatate U(x,, €), € >0, a acestui punct, astfel incat U(x,, €) € X.

Definitie (in limbajul vecinatatilor). Fie (x,),., un sir de numere reale i a un

numar real. Sirul (x,),., are limita ¢ daca in orice vecinitate a punctului a se

nzl

contin toti termenii sirului, cu exceptia, poate, a unui numar finit de termeni.

Faptul ca sirul (x,),,, are limita a se scrie: limx, =a (se citeste: ,limita sirului x,

Hn—>0

cand n tinde la infinit este egald cu a”) sau x, = a cand n — oo (se citeste: ,,x, tinde la

nl1

a cand n tinde la ™),

Observatie. Se scrie n — oo, §inu 1 — 4oo, deoarece n este numar natural si nu este
pericol de confuzie.

Definitie (in limbajul ¢). Numarul ae R este limita sirului (x,),, dacd pentru
orice £ >0 existd n, € N', astfel incat |x, —a|<e oricare ar fi ne N, n>n,.

Observatii. 1. Daca negam in definitia cu ,,£”, obtinem: Numarul a € R nu este limita
sirului (x,),., dacd Jg, >0, astfelincat Vne N, In, >n cuproprietatea | x, —a|> g,
2. In definitia in limbajul & se poate inlocui € cu ae, unde numirul real o >0 este
fixat. Atunci putem formula definitia In limbajul € astfel: numarul ae R este limita

sirului (x,),,, daca Ve >0, In, e N', astfel incat | x, —a|< o€, Vn>n,, unde o >0,

nl1
Exerecitii rezolvate

% 1. Fie sirul (x,),.,, x :%. Sa se demonstreze ca limx, =0.

n—>eo

n

Demonstratie

Fie U o vecinatate arbitrard a punctului 0, U = (—¢, €). Fie ne N, astfel incat n > é,

adica 0< 1 <é&. Deci, x, = %e (—€,€)=U daca n> % Asadar, termenii sirului (x,) .,
n

! Zenon din Elea (cca 490—cca 430 1.H.) — filozof si matematician grec.
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Siruri de numere reale

incepand cu rangul n, = [é] +1, se afld in vecinatatea U a punctului 0.

. - S . 1
Prin urmare, numarul 0 este limita sirului (x,) ., x, =—.
- n

n

Retineti: liml =0.

n—e 1

% 2. Si se demonstreze cd lim 2n+l _ 2.

e n+1

Demonstratie
Vom demonstra cd pentru orice € >0 existd n, € N", astfel incat oricare ar fi ne N,

n>n,, se verifica inegalitatea 2n+l 2(<&e. Evaludm 2n+1_ 2 =| —1 |= 1 .
+1 | n+1 n+1] n+l
. [2n+1 1 L1 -, .
Pentru orice € >0 cerem ca -2|= <é&. Daca € >—, atunci inegalitatea
| n+1 n+l1 2

. g . . . 1 . . <
1 <& este verificata de orice neN'. Daca 0<e < 2 atunci ea este verificata de
n

. 1 * A . - 1 *
orice n >E_1’ nelN, de aceea in acest caz consideram n, = E_l +1, n,eN.

2n+1
-2
1

Asadar, pentru orice € >0 existd n, € N', astfel incat < g, oricare ar fin,

n>n,. Rezultd cd lim 2n+l_

=2.
noe 1+ 1

% 3. Sa se demonstreze ci sirul (x,),.,, x, =(=1)" nu are limita.

n=12

Demonstratie
Presupunem contrariul, ca exista un numar a € R, astfel incat lim(—1)" = a. Conform
n—>00
definitiei limitei, pentru orice € >0, in particular pentru & =%, exista n, € N, astfel incat
|x, —al <%, Vn>n,. Deoarece x, e {—1,1}, rezultd cd au loc simultan inegalitatile
|Lwﬂ<%sik&—d<%.Ommmncé22KL%0+@+D|SH—akﬂl+ﬂ<%+%=L

adica 2 <1. Absurd. Deci, sirul dat nu poseda limita.

% 4. Sa se demonstreze ca limia:O, oeR:.

n—epn

Demonstratie
Vom demonstra ca pentru orice € >0 existd n, € N', astfel incat oricare ar fi ne N,

n>n

€

are loc inegalitatea ‘%‘ <e, a>0.

& < . A 1n . < 1 . A1 .
Intr-adevar, pentru orice € >0, luand in considerare ca |—-| = — sirezolvand inecuatia

n

. 1 . 1 <
<& cu necunoscuta n, obtinem n>-—-. Observdm ca n, =|—- | este un numar

[ 23
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Modulul 1

natural. Asadar, pentru orice € >0 existd n, = €L e N', astfel incat < € oricare

1
e

1o
n

. . .1
ar fi ne N, n>n,. Prin urmare, lim— =0, o >0.

n—e p

Retineti: lim% =0, a>0.

n—e p

Exercitiu. Folosind definitia in limbajul vecinatatilor, demonstrati ca sirul (x,)
x, =(=1)", nu are limita.

nzl>

Definitii. « Se spune ca sirul de numere reale (x,),., are limita plus infinit si se

n=l
scrie limx, =+eo dacd pentru orice £ >0 existd n, € N, astfel incat x, > & oricare
Hn—>00

arfi n>n,.

* Se spune ca sirul de numere reale (x,),., are limita minus infinit si se scrie

n=1

limx, =—co dacd pentru orice € >0 exista n, € N, astfel incat x, <—¢ oricare ar

n—yeo

fin>n,.

* Se spune ca sirul de numere reale (x,),., are limita infinita si se scrie limx, = oo

n—o0

nzl

daca pentru orice € >0 existd n, € N, astfel incat |x, | > ¢ oricare ar fi n>n,.

II Observatie. Evident, daca limx, =+eo sau limx, =—oco, atunci limx, = oo,
n—soco n—eo n—oo
Exemple
. 9 . _
1. Fie (x,),.,, x,=n". Evident, }Il_r)lgxn = oo,
2. Fie (x,),.,, x, =—2". Atunci limx, =—oe
n—eo

3. Pentru sirul (x,),.,, x, =(=1)"-n, avem limx, =oo.

n—seo

nzl2

Exercitiu rezolvat
% Consideram sirul (x,),.,, x,=¢", g<-1. Sa se arate ca lim ¢" =oo.

Rezolvare: o

Conform definitiei, vom arata ca pentru orice € >0 exista n, € N, astfelincat |¢" | > &€
oricare ar fi n>n,.

Fie € > 0. Relatia | ¢" | > & este echivalentd cu |g|" >¢€. Logaritmand inegalitatea in
baza |¢q|, |¢|>1, obtinem:

log, [q|">1log, € < n>log, &
Prin urmare, pentru orice € >0 existd n, =[log  €]+1, astfel incat |g" [ >¢ oricare

ar fi n>n,. Conform definitiei, limg" = co.

e
La demonstratia teoremelor si la rezolvarea exemplelor cu limite infinite uneori vom
utiliza urmatoarele multimi:
U(+eo, e)={xeR| x>¢€, €>0};
U(-,e)={xe R|x<—¢g, €>0};
U(eo,e)={xeR||x|>¢, >0},

care se mai numesc vecindtdti, respectiv, ale lui +oo, —co §i oo,

2 |




Siruri de numere reale

In definitiile vecinatatilor simbolurilor + oo si — oo, conditia £ >0 uneori poate fi omisa.
Aceastd conditie este introdusd doar pentru a uniformiza formularile notiunilor. Deci,
vecindtatea oricarui numar finit, a lui +eo, —oo §i o se determind cu ajutorul unui numar
pozitiv. Aceasta conventie este comoda uneori la formularea rezultatelor in care nu este
esential daca limita este finita sau infinita. Aplicand aceasta terminologie, definitia limitei
finite sau a oricarei limite infinite poate fi formulata astfel:

Definitii. « Se spune cé sirul (x,),., are limita a (unde @ este numar finit, +oo0, —oo
sau o) daca pentru orice vecinatate U(a, €) a lui @ existd numarul natural »,,
astfel incat x, € U oricare ar fi n>n,.

* Sirul care are limita finitd se numeste sir convergent. Sirul care nu este conver-
gent (adica sirul care nu are limita sau are limita infinitd) se numeste sir divergent.

. Teorema 9. Daca un sir de numere reale are limita, atunci aceasta limita este unica.

Teorema 10 (Weierstrass'). Orice sir numeric monoton si
marginit este convergent.

Demonstratie
Sa consideram cazul sirului (x,),., crescator si marginit supe-
. . K . . .
rior. Atunci x, <x,,,, VneN. Conform ipotezei, multimea

,

n+l2

n>1} este nevida si marginita. Fie x, =sup(x,), x, € R.
neN*

Conform teoremei de caracterizare a marginii superioare, oricare ar fi € >0 existd un
rang 7, astfel incat x, > x, —¢. Sirul (x,),., este crescator, deci x, > x, >x, —€ pentru
orice n > n,. Pe de alta parte, din conditia ca x, este marginea superioard, x, < x, < x, +&,

Karl Weierstrass

VneN'. Asadar, pentru orice n>n, avem x, —€ <X, <X, +€ sau | x, —x,| <&, adicd
limx, =x,, si, cum x, € R, sirul (x,)

H—>00

sirului descrescator si marginit inferior. P

este convergent. Analog se demonstreaza cazul

nzl

Exercitiu rezolvat

definit de x, = ND) si relatia de recurentd x,, =+/2+x,,

n+l T n

% Sa se arate ca sirul (x,)
Vn =1, este convergent.

nz1

Rezolvare:

S& demonstram ca sirul (x,) ., este crescdtor. Consideram diferenta x,, —x..

2 —
n+l

relatie avem x’

n+l

nxl
x;=2+x,—x.=(1+x,)(2—-x,)>0, pentru orice ne N". Din ultima
>x., VneN". Cum x, >0, Vne N, obtinem x
ne N°. Astfel, sirul este crescitor.

Obtinem: x
> x,, pentru orice

n+l

Folosind metoda inductiei matematice, sa demonstram ca sirul este marginit superior.

Avem x, =+/2 <2, x,=42++2 <\242=2.

Presupunem cd x, <2. Atunci x,,, =.2+x, <+J2+2=2.

! Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815—-1897) — matematician german.




Modulul 1

Prin urmare, conform metodei inductiei matematice, x, <2, Vne N".
Conform teoremei lui Weierstrass, sirul (x,),.,, filnd monoton crescator i marginit
superior, este convergent.

nz1°

Observatii. 1. In demonstratia teoremei 10 am obtinut ca limx, =sup(x, ), daci (x,)
noe neN”

este descrescator, atunci analog se obtine limx, =inf (x, ).
n—yee neN

n=zl

este crescator. Daca (x,)

n=1

2. Dacd limx, =a, atunci se mai spune ca sirul (x,)

n—>o0

converge la numarul a.

n2l

Teorema 11. Unsir (x,),,, converge la x, dacd si numai daca orice subsir (x, ),

nz1

converge la x,. Adicd limx, =x, & }glgxnk =X,, pentru orice (x, ),

n—>-+oo

Observatie. Din teorema 11 rezultad ca pentru ca un sir numeric sa nu aiba limita, este
suficient ca el sa contind doua subsiruri cu limite diferite.

3.2. Proprietati ale sirurilor convergente
Fie sirurile de numere reale (x,),., si (,),s- Sirurile (A-x,),.,, A€R; (x, +1,),55
G )t |2 ] Ly, 20, ¥ eN (x),.,, Vx, >0, neN’, se numesc respectiv

n Jnx1

produsul unui gir cu o constantd, gir-sumd, sir-produs, sir-cdt, sirul puterilor.

Apare In mod firesc intrebarea: ce se poate spune despre limita sirurilor definite mai sus,
in cazul in care sirurile initiale au limitd, si, daca au limita, cum se calculeaza limita lor?

Teorema 12
1. Daca (x,)

este convergent si lim(A-x,)=A-a=A-limx,, adica factorul constant poate fi
n—seo N4oo

n=l n=1

este un sir convergent, limx, =a si A€ R, atunci sirul (1-x,)
n—soo
extras de sub semnul limitei.

2. Dacasirurile (x,),., si (»,),., suntconvergentesi limx, =a, limy, =b, atunci
sirul (x, +,)

1 este convergent si Egg(xn +y)=a+b= }11£2xn + }gg v,, adica
limita sumei a doua siruri convergente este egala cu suma limitelor acestor
Siruri.

3. Daca sirurile (x,),,, si (»,),,, suntconvergente, limx, =a, limy, =b, atunci

n—soo

sirul (x, -y,),,, esteconvergentsi lim(x, -y, )=a-b=Ilimx, -limy, , adica limita
n—oo n—eo n—yo0

produsului a doua siruri convergente este egalda cu produsul limitelor acestor

siruri.

4. Dacé sirurile (x,),., si (v,)

n=l

sunt convergente, limx, =a, limy, =b (y, #0,
—>oo

n—eo n

o X . x q limx,
VnelN) si b#0, atunci sirul-cat | este convergent si li L= =,
o o =\ y, ) b limy,

adica limita catului a doua siruri convergente este egala cu cdtul limitelor

acestor §iruri.
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Siruri de numere reale

3.3. Suma unei progresii geometrice infinit descrescitoare

Teorema 13. Fiesirul (S,),.,, S, =b, +bg+...+bq"", unde 0<|q|<1 si b, #0.

Atunci lim S, =i.
n—eo 1-— q

Demonstratie

Suma primilor 7 termeni ai progresiei geometrice infinit descrescitoare b, b,q, bq’, ...

poate fi scrisa sub forma S, = bq'", |g|<1.

i=1

Stiindca S, = hd ;1) lq| <1, obtinem:

limS, =lim hl=g" ): b lim(1—g¢g )_ b , deoarece limg”"=0. P

n—yeo n—eo 1 — q 1 — q n—yeo n—oo

3.4. Numarul e

I Teorema 14. Sirul (x,),.,, X, =(1+%) , este convergent.

Demonstratie

Vom aplica teorema 10 (Weierstrass) din secventa 3.1 si inegalitatea mediilor:

a,+a,+..+ta
ta,+..+a,
——*2>4aa,..a,, a,a,,..,a R, .

n
Vom aréta ca sirul x, = (1 + ;) , n=1, este monoton si marginit.

Studiem monotonia sirului (x, ).,

Consideram numerele 1+%, 1 +%, | +l, 1.

n

nori

Conform inegalitatii mediilor, pentru aceste n +1 numere pozitive avem:

nll+ l+1 ;
>"+11f 1+ 1<:> >"+1‘/ 1+ n+2 (1+l) =
n
l n+l
(1+—) (1+ ) Vn=>1.
+1

Prin urmare, x, <x

Vn =1, de unde rezulta ca sirul dat este strict crescator.

n+l?

Sa demonstram ca sirul este marginit superior. Consideram urmatoarele » + 2 numere

.. 1 1 111
tive: 1+—,1+—, .., 1+—, =, =.
p0211ve n? n7 2 n7272

nori
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Modulul 1

Din inegalitatea mediilor, aplicata acestor n +2 numere, rezulta:

n(1+1)+ +—
n >n+2 1+ llc}
n+2 22

QM 2 1+1 l<:>1> 1+1 l 1+l <4, Vn=1.
n+2 4 n 4 n

Deci, sirul este marginit superior.

Conform teoremei lui Weierstrass, sirul (x,),.,, X, =(1+;) , fiilnd monoton crescator

s1 marginit superior, este convergent. [P

o 1Y < <
Limita sirului (x,),.,, X, :(1+;) , se noteaza cu e, dupd

initiala numelui lui L. Euler!, si reprezintd un numar irational care

apartine intervalului (2, 3). Irationalitatea
numarului e a fost demonstrata in 1815
de J. Fourier?. In 1728, D. Bernoulli* a
stabilit ca

n—>eo

11m(1 +1 ) — ¢=2.7182818284590...

Daniel Bernoulli Retineti: hm(1+ 1 ) =e. (8)

n—>eo

Observatie. Numarul e este o constantd fundamentala in
analiza matematica. Logaritmul in baza e are aplicatii in L Y
matematica, fizicd si in multe alte domenii, se numeste  REEEEEHS RSN
logaritm natural si se noteaza Inx (=log, x).

Exerecitii rezolvate

3n+7

6n+1
% 1. Sa se calculeze hm(?’n +8 )

Rezolvare:

6n+1 6n+1
104 : : : . (3n+8 . 1
Aplicand t 11 latia (8), obtinem: lim = =
plicand teorema 11 si relatia (8), obtine }11%(3’4_‘_7) 1m(1+3n+7)

1(6n+1)
1 3n+7 1 (6n+1) 1 3n+7 3n+7

T -
:hm(1+3n+7) 7 = lim (14_3}1+7)1 =e’.

n—oo n—oo

' Leonard Euler (1707-1783) — matematician, fizician si astronom elvetian.
2 Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768—1830) — matematician francez.
3 Daniel Bernoulli (1700-1782) — matematician si fizician elvetian.
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Siruri de numere reale

% 2. Sa se calculeze limita sirului (x,),.,, daca:

a) x, =vn’+2n-3—n; b) x _n+2.

" 3n+10
1 1
B /—n+1_\/;. _1+§+...+2—n
C) X,=——; d) xn—ﬁ.
" T4 5 4.+
Rezolvare: 3 3

a) Amplificam cu conjugatul expresiei:

2 _ _ 2 _
lim(n® + 21 —3 —n) = lim X212 ="y, 2n-3

" e \n 4 2n=34+n " Nn +2n-3+n

n(2—3)
n
=lim =1.
n(,/1+2—32+1J
non

2
”(1“‘) 1+2 lim 1+g
b) limn+2 n no_ "o n) 140 1

=lim =lim = = =—.
naw3n+1 n%wn(3+1) new3+l 11m(3+:l) 3+0 3
n

n n—oo

¢) Amplificam cu conjugatul expresiei de la numarator:
ntloan g tDon ! - 0.
n == p(n+l+n) = n(\n+1++/n)

d) Folosim formula sumei primilor # termeni ai unei progresii geometrice:

1 n+1
)

lim

n—oo

n+1
1, 1 I hl)
_ 1+2+...+2n ~ 1—E 4 (2 4
lim I = lim — Ehm Ty
T et "%1_(1 "%1_(1)
3 3" 3 3
1
1—=
3
Exercitii propuse |
Profilul real

A 1. Si se aduci exemple de siruri numerice convergente, divergente.

2. Aplicand definitia limitei sirului numeric, s se arate ca:
. 4n-1_ C2n+l . 2n=3 _ 1, . 5n+6 _
VimT, s DmTEa oy 5=y DAy T

5.

3. Folosind definitia limitei sirului, sa se arate ca:
.on—1_1 . 2n+1
RS RRETES A




Modulul 1

B, 4. Aplicand teorema lui Weierstrass, sa se demonstreze convergenta sirului (x,),.,, daca:
n+l
2n+1 1 1
= ; b) x, =1+—; =[1+=1 .
@ x, =215, )=t 0% =(1+]

5. Sa se calculeze:
¢) lim=; d) lim

.1 . n+2
lim—; 1 : .
a) n1—>ng}’l+1, b) nljgnz_'_n’ n4>°°3n’ noe 3n 417

¢) lim ‘B} f)lim(‘zﬁ} g) lim>+22". h) lim(Jn® +2n+3 —n).

n—soo 2n nseo Nsoo 4n+5n+l >

C, 6. Sise calculeze:

2n
2) lim n—l) : b) lim1_2+3_4+"'_2n;
n—se| m+1 n—sco n
. 2 Jn+2 . (2n-1Y
1 no_gynte .
¢) lim 2n+1 n+3 | d) lim 2n+3

Exercitii si probleme recapitulative |

Profilurile umanist, arte, sport

A 1. Sdse scrie primii cinci termeni ai sirului (x,),., cu termenul general:

_3n-2, —anl ). 1) T+
a) X =S b) xn—sm(6 n), c) x,=(=1) 7+n.
2. Sa se determine formula termenului de rang » pentru girul:
1234 . : 333 . 111 1
a) 3 s b)2,4,6,8,10,...; ¢)3,-3,3,-3,..; d) 3°9° 270’1

3. m Lucrati in perechi! Sa se dea exemple de siruri numerice:
a) finite; b) infinite; ¢) monotone.

4. Sa se decida daca sirul (x,),.,, x, = (—;) , este monoton.

B 5. Sase scrie formula termenului general al progresiei aritmetice (a,),,, daca:
a)a=-2sir=—4 b)a=1sir=2 c¢)a=-10sir=5 d) ag=3sir=7.
6. Sa se afle suma primilor 100 de termeni ai progresiei aritmetice (a,),.,, daca:
a)a =2, r=-5 b) a,=-1, r=1.

7. Sa se scrie formula termenului general al progresiei geometrice (b,),.,, daca:

a) b =2, g=6: b) b]=—10,q=%; ¢) b =3, q=2.

8. ‘% Investigati! Sa se decida daca este progresie aritmetica sau progresie geometrica sirul
(x,),5, daca:  a) x, =2, x,,, =3x,; b) x, =4, x,,, =2+x,;
1
C) x1:—4, xn+1:§xn; d) X, =—1’ xn+]=5+xn'
in caz afirmativ, sa se indice formula termenului general al progresiei si ratia.

9. Fienumerele a,, a,, ..., a, Inprogresie aritmeticd. Sa se determine:
a)ynsi §,, dacd a, =5, @, =23, r=-2; b) a, sin,dacd a, =18, r=2, S, =88.



Siruri de numere reale

A

B,

G

10. Fie numerele b,, b,, ..., b, in progresie geometrica. Sa se determine ¢ §i S, daca:
a) b, =1280, b, =5, n=9; b) b, =384, g=2, n=8.
11. Un ciclist a parcurs in prima ora o distanta de 8 km. In fiecare ora urmatoare, el a parcurs

12.

o distanta cu 2 km mai mare decét in ora precedentd. In céte ore ciclistul a parcurs distanta
de 60 km?

In cadere liberd intr-o mind, o piatra parcurge in prima secunda 4,9 m si viteza ei creste cu
9,8 m/s. Sa se afle adancimea minei, daca piatra a ajuns la fund peste 8 s.

13. Investigati! Si se determine valorile lui xe R pentru care numerele 2x—2, x* +1,
3x* —1 sunt in progresie aritmetica.
Profilul real
1. Aplicand definitia limitei sirului sé se arate ca:
Dlim = =5 im0 gim 232l g O,
noe noe 3p 3 o= 4n+5 47 noe 1—p
2. Folosind definitia limitei sirului, sa se arate ca:
.n—1_1 . 3n+1 6n+1_,9 . n+2
a) lim——#—; b) lim #1; lim #=; d) lim #1.
)n—mn_ﬂ 3 )71—>o°7n+1 )Hw 4 )n%wzn-l-l
3. Aplicand teorema lui Weierstrass, sd se demonstreze convergenta sirului (x,),,,, daca:
n+1
a) x, =2+, b) x, =1+, Ox=[1+1] .
2n+1 5” 2n
4. Sa se calculeze: a) limi; b) lim—— c) hmi
e+ 1 =entn =2
2 C2 ) \/g n
lim At I o |, V5 )
d) n~><>c3 +1 e) nlj}l(zlJ f)tlzlj;g( 2
5. Lungimile laturilor unui triunghi sunt in progresie aritmetica cu ratia 2. Cosinusul celui mai

mic unghi al acestui triunghi este egal cu % Sa se afle perimetrul triunghiului.

. Dintr-un vas plin ce continea 729 / de acid s-au luat « litri, apoi vasul a fost umplut cu apa.

Dupa obtinerea unei solutii omogene, iarasi s-au luat ¢ litri si vasul a fost umplut din nou cu
apd. Aceasta operatie a fost repetatd de 6 ori si in final solutia din vas continea 64 / de acid.
Sé se determine a.

. m Lucrati in perechi! Sa se afle suma tuturor numerelor naturale de doua cifre care, fiind

impartite la 4, dau restul 1.

. S se demonstreze ci numerele (a+x)°, @’ +x°, (a—x)*, a, xe R, sunt in progresie

aritmetici. Si se afle suma primilor # termeni ai progresiei, stiind c¢i (a+x)* este primul
termen.

. Sa se calculeze:

a) lim SYINE b) lim(2n® —n* +1); ¢) lim(1+3n—n’);
. 2n—1 1 2n . 1+243+...+n
1 ; : 1 .
& lim>=5 °) lﬂ(zfsnﬂ)’ b lim n :

n—seo n—seo

2) 11m(n+l)n h) hm(1+ ! ) : i) lim(n +1—n* ~1).
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Modulul 1

| Testsumativ__|

Profilurile umanist, arte, sport

. Scrieti primii 3 termeni ai sirului (x,),,,: a) x, = 3:;22 ;
1+(-1)"
b) x, = ———.
) xn 3
. Studiati monotonia sirului (x,),,, definit prin formula x, = ;Z ;i .

. Aflati primul termen si ratia progresiei aritmetice (a,),.,, daca:
a,+a, =16, aa,=28.

. Determinati primul termen si ratia progresiei geometrice (b,),.,, daca:
b,—b =-4, b,—b =8.

. Pentru a ridica un pian la etajul 2, s-au platit 3 u.m., iar pentru a-l ridica la fiecare ectaj
urmator — de 2 ori mai mult decat pentru etajul precedent. Determinati la ce etaj a fost

ridicat pianul, daca pentru ultimul etaj s-au platit 48 u.m.

Baremul de notare

Timp efectiy de lucry:
45 de minyte

®@ ® ©® ©

Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2

Nr. puncte | 32-31 | 30-28 | 27-24 | 23-20 | 19-15 | 14-10| 9-6 5-4 3-2

1-0

Timp efectiy de lucry:
45 de minute
Profilul real

. Folosind teorema lui Weierstrass, demonstrati convergenta sirului (x,),.,,
‘= 10-11-...-(n+9)
" 1:3.-2n-1)
A . o < 5 65
. Aflati primul termen si ratia progresiei aritmetice (a,),.,, daca a, +a, = 3 a,-a, = 7
. Determinati primul termen si ratia progresiei geometrice (b,),.,, daca: ©)
45 405
b,—b,=—=, b—b,=——-=.
327 0 T 512
. Pentru confectionarea si instalarea inelului de jos al unei fantani s-au platit 26 u.m., iar ®
pentru fiecare inel urmator — cu 2 u.m. mai putin decat pentru cel precedent. Suplimentar,
s-au mai platit 40 u.m. Pretul mediu pentru confectionarea si instalarea unui inel este de
22% u.m. Aflati cate inele au fost instalate.
Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte | 34-33 | 32-30 | 29-26 | 25-21 | 20-16 | 15-11 | 10-7 | 64 3-2 1-0
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Limite de functii

Obijective

“determinarea punctelor de acumulare si a punctelor izolate ale unei multimi;
“aplicarea in diverse contexte a limitei functiei intr-un punct, *aplicarea in rezolvari de probleme
a limitelor laterale ale functiei, "identificarea functiilor care au limita si care nu au limita in

00

punct;

=2 “calculul limitelor de functii elementare si a limitelor de functii compuse, *utilizarea in rezolvari
de probleme a operatiilor cu limite de functii;

=2 “aplicarea limitelor remarcabile la calculul limitelor de functii; “recunoasterea in diverse con-
texte a formelor exceptate si aplicarea metodelor de inlaturare a acestora.

Limita unei functii intr-un punct

1.1. Puncte de acumulare ale unei multimi

Fie £ R osubmultime de numere reale si f: £ — R o functie. In acest modul vom
studia comportarea functiei f In vecindtatea unui punct x,, care, in caz general, nu
apartine in mod necesar multimii £. Mai precis, vom studia ce se Intampla cu valorile
f(x) ale functiei f daca valorile argumentului x, x # x,, sunt din ce in ce mai aproape de
x,. Pentru ca argumentul xe £ sa se poatd apropia suficient de mult de x,, este necesar
ca 1n orice vecinatate a lui x, s existe puncte din multimea £, adicd x, sa fie punct de
acumulare pentru E.

Definitie. Fie £ cR. Punctul x,€ R se numeste punct de acumulare pentru
multimea £ dacd 1n orice vecindtate a lui x, exista cel putin un punct din multimea
E\{x,}.

Deci, x,€R este un punct de acumulare pentru multimea £ daca pentru orice
vecinatate V" a punctului x, are loc relatia V' (1(E\{x,})# . Prin urmare, x,€ R
nu este punct de acumulare pentru multimea E dacd existd o vecindtate V'’ a lui x,
care nu contine niciun punct din multimea E\{x,}, adica V'N(E\{x,})=<. Punctul
x, € E, care nu este punct de acumulare pentru E, se numeste punct izolat al multimii E.
Multimea £ R se numeste multime inchisa daca ea isi contine toate punctele de
acumulare. Multimea marginitd si Inchisa se numeste multime compacta.

%




Limite de functii

Teorema 1. Punctul x,€ R este punct de acumulare pentru multimea £ cR
dacd si numai daca existd un sir (x,),.,, x, € £ \{x,}, astfel incat limx, =x,.

n—eo

Demonstratie

Necesitatea. Sa admitem ca x, este punct de acumulare pentru multimea £ si sa
considerdm vecinatatile V, = (xo —l, X, +l), neN, n>1, ale punctului x,. Atunci in
n n

fiecare vecinatate ¥, se afld cel putin un punct x, € E, x, #x,, adicd x, - —<x, <x, +—,

. 1 . 1 . .
de unde rezultd cd | x, —x, | <— <& pentru orice n > |t 1. Prin urmare, limx, =x,.
n n—oo
Suficienta. Dacd multimea E contine un sir (x,),,, cu termeni x,, x, #x,, astfel
incat x, — x, cand n — oo, atunci din definitia limitei sirului numeric rezultd cd pentru
orice vecinatate V a lui x, toti termenii x, ai acestui sir apartin vecinatatii /" incepand
cu un rang N. Prin urmare, V((E\{x,})#3, adica x, este punct de acumulare pen-

tru E. pp

Observatie. Definitia punctului de acumulare §i teorema 1 rdméan adevarate si
pentru cazurile in care x, este 4o, —oo sau o, In aceste cazuri, in demonstratia
teoremei 1 se vor considera, respectiv, vecinatdtile V, =(n, +oo), V, =(—co, —n) sau
V =(—co, —n)U (n, +0), neN, n2>1.

Exemple
1. Pentru £ =(a, b) sau E =[a, b] orice punct x, € [a, b] este punct de acumulare.

2. Multimea N are punctul de acumulare +. Toate punctele multimii N sunt pentru
ea puncte izolate.

3. Multimea E =[-2, 1)U{3} are in calitate de puncte de acumulare orice punct
x, €[-2, 1], iar punctul x, =3 este pentru ea un punct izolat.

4. Punctele 0 si 1 sunt puncte de acumulare pentru multimea

E:{_LZ,J 3 14 15 16

> Ty Ty }, fiindca aceasta multime contine siru-

. 1 . 1 . . .
rile (x)) 5,5 X, == s (X)) 015 x;':1+;, pentru care limx’ =0, limx” =1, iar x/ #0,

n—oo n—oo

x’#1, Vn>1. Toate punctele x,€ E sunt pentru aceastd multime puncte izolate.

1.2. Limita unei functii intr-un punct

Fie EcR, f: E—R o functie, x, € R un punct de acumulare pentru multimea E si
e R. In cele ce urmeaza vom da un sens riguros afirmatiei: Dacd valorile argumentu-
lui x se apropie de x,, atunci valorile f(x) ale functiei f se apropie de .
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Modulul 2

Pentru inceput, sa examinam cateva
Exemple

1. Fie functia /: R >R, f(x)=§, si punctul x, =2 (fig. 2.1).

y _X
Y=3

In figura 2.1 observam ca daca valorile argumentului x se apropie suficient de mult de
x, =2, atunci valorile f(x) ale functiei f se apropie oricat de multde /=1.

Aceasta situatie poate fi redatd in mai multe moduri.

De exemplu, intuitiv daca (x,),., este un sir arbitrar si convergent la x, =2, atunci

nzl

xn

sirul (f(x,)),.,» unde f(x,) = converge la I=1(fig. 2.1).

Sau 1n alt mod: pentru orice vecinatate U =(1—¢, 1+¢), € >0, centratd in punctul
/=1 al axei Oy, exista o vecinatate V' =(2—-2¢, 2+2¢), € >0, cu centrul in punctul
x, =2 al axei Ox, astfel Incat pentru orice xe V' rezultd ca f(x)e U (fig. 2.1).

y
2. Consideram functia f: R\l >R, f()=2ZL  fat-—m) :i
. . x—1 | y=f(x)
care nu este definitd in punctul 1. Pentru2 orice x#1, cu N !
x —1 (cetindela 1), obtinemca f(x)= X _11 =x+1->2 / T
(tinde la 2) (fig. 2.2). ¥ / T
! ;
. . —x+1, daca x<1 /1O 1T x x
3. Fie functia /: R—>R, f(x)= {x+1, daca x>1, Fig 22
sipunctul x, =1 (fig. 2.3). Din reprezentarea grafica a func- y N
tiei f constatdm: dacd argumentul x ia valori tot mai aproape F---e--- /5
de x, =1, dar mai mari decat 1, atunci valorile functiei f _; | |
se apropie de /=2; daca insa argumentul x ia valori tot \\+x 2r<-- :
mai aproape de x, =1, dar mai mici decat 1, atunci valorile ‘ ) i ?
functiei f se apropie de /=0. Prin urmare, nu existd un £(x) 1\ !
numdr /€ R de care valorile functiei f se apropie atunci 0 )é_"l — )’C "
cand valorile argumentului x sunt aproape de x, =1. Fig 2.3
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Limite de functii

Asadar, in cazul exemplului 1 (exemplului 2) se spune ca numarul /=1 (respectiv
numarul /=2) este limita functiei f in punctul x, =2 (respectiv in punctul x, =1), iar In
cazul exemplului 3 se spune ca functia f nu are limita in punctul x, =1.

Situatiile examinate Tn aceste exemple conduc la urmatoarele doua definitii ale limitei
unei functii Intr-un punct.

Fie /1 E—>R (EcR) o functie si x, € R un punct de acumulare pentru multimea E.

Definitie (in limbajul vecinatatilor). Se spune ca functia f are limita /e R in
punctul x, daca pentru orice vecindtate U a punctului / existd o vecinatate J a
punctului x,, astfel incét oricare ar fi xe V(1 (£ \{x,}) rezultd ca f(x)e U.

Limita functiei f in punctul x, se noteaza }g? f(x)=1 sau f(x)—! cand x — x,
si se citeste: Limita functiei [ cdnd x tinde la x(; este egala cu [ sau f(x) tinde la |
cand x tinde la x,.

In definitia limitei unei functii intr-un punct, vecinatatile punctului / pot fi considerate de
forma U ={ye IR||y—l |<et=(—-¢g,l+¢), €>0, iar vecinatitile punctului x, — de
forma V ={xe |R| |x—x,|<0}=(x,—9,x,+09), 6 >0, si este evident ca, in caz ge-
neral, ¥ depinde de U. Deci, § depinde de &, adica 6 =0(€). Prin urmare, definitia
limitei unei functii intr-un punct poate fi formulata, in mod echivalent, cu ajutorul inegalita-
tilor numerice.

Definitie (Cauchy!, sau in limbajul £-§). Se spune ca
functia f are limita /e R in punctul x; daca pentru orice
€>0 existd 6 =0(€)>0, astfel incat oricare ar fi xe E\{x,},
inegalitatea |x—x, | <& implica | f(x)—/|<&.

A5

Notiunea de limitd / = lim f(x) aunei functii f intr-un punct x,
X=X

Augustin Louis Cauchy

se extinde si pentru cazul in care una sau ambele valori x,,/ nu

sunt finite. Prezentam unele dintre aceste definitii.

Definitii (Cauchy)

1. Se spune cd limita functiei f In punctul x, este +o dacd pentru orice € >0
exista 0 =0(¢g) >0, astfel incat oricare ar fi xe E \ {x,}, inegalitatea | x—x,| <&
implica f(x)>¢&. Senoteaza: lim f(x)=Hoo.

X=X(

' Augustin Louis Cauchy (1789-1857) — matematician francez.




Modulul 2

Cu ajutorul cuantificatorilor 3, V, definitia 1 se scrie concis astfel:
}g}q f(x)=4e (x,€R) daca Ve >0, 36 =9(¢) >0, a.i. (astfel incat) Vxe E\{x,},
|x0—x0 |<d= f(x)>e.
2. Se spune ca limita functiei f In punctul x, este e daca pentru orice € >0 exista
0 =6(€) >0, astfel incat oricare ar fi xe E \ {x,}, inegalitatea | x — x, | < d implica
| f(x)| >¢€. Se noteaza: lim f(x)=oo.
Concis, definitia 2 se scrix; :stfelz }131 f(x)=e (x,€R) daca Ve >0,
36=0(e)>0, al Vxe E\{x,}, |x0—x0 [<d=]f(x)]>e.
3. xlirgf(x):l (leR) daca Ve >0, 36=06(¢)>0, ai VxeE,
x>0=|f(x)-1|<e.
4. }Cig}f(x) =—oo daca Ve>0, 30=0(e)>0, al VxekE,
[x|>6 = f(x)<—¢.
5. }L@wf(x) =oo dacd Ve>0, 36=0(¢)>0, ai VxeE,

x>0=|f(x)|>e.

Observatii. 1. Pentru x,, /e R, definitiile
limitei unei functii intr-un punct (in limbajele
vecinatatilor si €é—0) au urmatoarea inter-

pretare geometrica: pentru valori ale argu-
mentului x suficient de apropiate de x,,
valorile respective f(x) ale functiei f sunt

oricdt de mult apropiate de I (fig. 2.4). A |4
2. Pc.er.l.tru tjunc‘ga f*N —>|R, .f(n.)zan‘,. 0 5 X% x40
definitiile 3 i 5 (Cauchy) ale limitei unei functii

intr-un punct reprezinti definitia limitei unui Fig.2.4

sir numeric cu limita finita sau infinita.

3. Se poate de demonstrat ca daca exista doua siruri (x)),., si (x)),,, din multimea
E\{x,} cu limx, =limx” = x,, astfel inct sirurile respective (£ (x’)),., si (f(x7)),s,
au limite diferite sau nu au limitd, atunci functia /" nu are limita in punctul x,.

Observatia 3 este deseori aplicatd pentru a demonstra ca o functie f nu are limita in x,.

4. Se poate demonstra ca daca exista limita unei functii intr-un punct, atunci
aceastd limita este unicad.
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Limite de functii

Fiecare dintre exercitiile urmatoare a fost rezolvat cu ajutorul definitiei limitei unei
functii intr-un punct, adecvate enuntului respectiv.

Exerecitii rezolvate

% 1. Sa se arate, aplicAnd definitia in limbajul vecinatatilor a limitei unei functii intr-un

3x,daca x<1
punct, cd functia /: R—>R, f(x)=10,daca x=1 are limita in punctul x, =1 si

) 2x+1,daca x > 1,
hnllf(x) =3.

Rezolvare:

Fie U=(3-¢, 3+¢), £>0, o vecindtate arbitrara a punctului /=3.
Daca x <1, atunci

f(x)=3xeU <3-e<3x<3+¢ <:>1—%<x<1+%<:>xe (1—%, 1)_
Dacid insa x >1, atunci

N)=2x+leU e 3-e<2x+1<3+e o 1-S<x<i+foxe|, 148

Fie Vz(l—%, 1+§) vecindtatea punctului x, =1, Vc(l—%, 1+%), Din xe/V,

x#1, rezultd ca xe (1—%, 1) sau xe (1, 1+%), de unde obtinem ca f(x)e U.

Asadar, linll f(x)=3.

% 2. Se consideri functia f: [-1, 3] = R, f(x)=3x" —4x+1. Folosind definitia Cauchy
a limitei unei functii intr-un punct, sé se arate ca 1irr21 f(x)=5.

Rezolvare:

Ve >0 si Vxe[-1, 3] avem | x|<3 si | f(x)=5|=|3x" —4x—4| = | (x=2)(3x+2)| <
< x=2|@|x[+2)<11|x-2| <€, dacd |x-2| <%, Asadar, Ve>0, 36>0 (5=1£1}

astfel incat Vxe[-1, 3]\ {2} cu |x—2|<d, avem | f(x)-5|<e.

Prin urmare, lir121 f(x)=5.

% 3. Fie functia /: R\{-1} >R, f(x)= ﬁ Sa se demonstreze ca lim1 f(x)=rco.
X xX——

Rezolvare:
Fie € > 0 arbitrar. Considerand orice xe R\ {—1}, obtinem | /(x)| > & <)| x+1|3<l =3

1 . 1
&|x+1|<—. Deci, Ve>0, 36§>0|6=—F
i< [ L

|x+1| <06, avem | f(x)|> ¢ si, in baza definitiei Cauchy, rezulta ca lim1 f(x)=r0o.

} astfel incdt VxeR\{-1} cu
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Modulul 2

2x? +5x+2

% 4. Fie functia f: R\{-2} >R, f(x)= T2

. Sa se arate ca lil’g f(x)=-3.
Rezolvare:

Fie € >0 arbitrar si orice xe R\ {-2}.

2x* +5x+2 _ 2x+1D)(x+2)

x+2 x+2
. - € €
numai dacd —3—-€<2x+1<-3+e&& —€<2x+4d<e ——<x+2<— &

Atunci f(x)= =2x+le(-3-¢, -3+¢€)=U daca si

& xe Vz(_z_%’ _2+§} Dect, lin'%f(x)=—3-

% 5. Fie functiile /: R\{0} >R, f(x)= cos%, si 22 R—> R, g(x)=sinx. Sasearate,
folosind observatia 3, ca nu existd limitele lil‘I(‘)l f(x) si lim g(x).
Rezolvare:

Functia f nu are limita in punctul x, = 0, deoarece exista cel putin doud siruri (x)),.,,

x/ - ’” -
" 2nw " mw+2nw
spective (f(x))),5» f(x) =1, si (f(x))),s> f(x)=-1, au limite diferite: 1 i respectiv

sl (x)),0, X , care au limita zero cand n — oo, insa sirurile re-

—1. Similar, functia g nu are limita la plus infinit, fiindca sirurile (x)),.,, x, =n7x, si

(X)) 51 X = % +2n7, au limita plus infinit, dar limg(x’)=0 si limg(x))=1.

1.3. Limite laterale

Fie functia f* £ >R (EcR) si x,€ R un punct de acumulare pentru multimea E.
Sa admitem c@ x, este punct de acumulare si pentru multimea E = E[)(—e, x,) sau
pentru multimea E, = E ) (x,, +oo). In acest caz se spune ci x, este punct de acumulare
la stanga sau punct de acumulare la dreapta pentru multimea E.

Fie x,€R un punct de acumulare la stanga (la dreapta) pentru multimea E. Daca
valorile lui x se apropie de x, din stanga (respectiv din dreapta) cu valori x < x, (respectiv
x>x,), se scrie x = x, —0 (respectiv x — x, +0). Pentru x, =0, in aceste cazuri se
scrie x —> —0 (respectiv x — +0).

—x+1, dacd x<I1

. consideratd in secventa 1.2
x+1, daca x2>1, ’ ’

Pentru functia f: R—R, f(x)= {

am observat ca nu existd un numér /€ R de care valorile f(x) s se apropie In timp ce
valorile argumentului x sunt suficient de aproape de 1. Daca insa valorile argumentului x
se apropie de 1 din stanga (prin valori x <1), atunci valorile f(x)=-x+1 se apropie de
0, iar daca valorile argumentului x se apropie de 1 din dreapta (prin valori x >1), atunci
valorile f(x)=x+1 se apropie de 2. Deci, functia f nu are limitd in punctul 1, insa se
spune ca ea are limite laterale in acest punct.

In definitiile care urmeaza, f: E—R (E cR) este o functie, iar x, € R —un punct
de acumulare la stanga (la dreapta) pentru multimea E.
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Definitie. Se spune cd numarul /. =/ (x,)€ R este limita la stinga a functiei f
in punctul x,e R daca pentru orice vecinatate U a lui /, existd o vecinatate } a
lui x,, astfel incat oricare ar fi xe V(1 E_ rezultaca f(x)eU.

Definitie. Se spune cd numdrul /, =/,(x,)€ R este limita la dreapta a functiei f
in punctul x,€ R daca pentru orice vecindtate U a lui /, exista o vecinatate V' a
lui x,, astfel incat oricare ar fi xe V(1 E, rezultica f(x)eU.

Numerele [ (x,) si I,(x,) se numesc limite y
laterale ale functiei f in punctul x, si se folosesc
notatiile

1) = lim £(x), 1, (x)) = lim /()

xX<Xxq xX>Xx(

sau
S0y =0)= lim £(0), f(x,+0)= lim /()
(fig. 2.5).

Pentru x, =0, in aceste cazuri se scrie:

lim £(x)= f(=0), lim f(x) = f(+0).

Mentionam ca definitiile limitelor laterale pot fi formulate si in limbajul Cauchy. Vom
prezenta doar enuntul uneia dintre aceste definitii, celelalte fiind propuse ca exercitii.

1, (x) =/ (x,+0)

Definitie (Cauchy). Se spune ca numdrul /, € R este limita la dreapta a func-
tiei f in punctul x,€ R daca pentru orice € >0 existd § =d(¢g) >0, astfel incat
oricare ar fi xe E, inegalitatea dubla x, <x <x,+ 0 implica | f(x)—1/,|<€.

Observatie. Ca si In cazul limitelor de functii, limitele laterale /; si /, pot fi infinite
(400, —oo sau o). Definitiile acestor concepte pot fi formulate in cele doua limbaje
echivalente. Prezentdm doar una dintre aceste definitii.

Definitie (Cauchy). Se spune cid —oo este limita la dreapta a functiei f in
punctul x, daca pentru orice € >0 exista 0 =5(¢g) >0, astfel incat oricare ar fi
x € E, inegalitatea dubla x, < x <x, + 0 implica f(x)<-e.

Se noteaza: XLi)glo f(x)=—oo.

Un criteriu util de existenta a limitei unei functii intr-un punct este formulat in

Teorema 2 (criteriul in limbajul limitelor laterale). Fie functia f: £E >R
(E cR) si x, € R un punct de acumulare pentru multimile £ si E,. Functia f are
limita in punctul x, daca si numai daca functia f are in x, limite laterale egale:

f(x,-0)= f(x,+0). In acest caz, }131 f(x)=f(x,-0)= f(x,+0).
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Demonstratie
Necesitatea. Daca existd lim f(x) =1/, atunci, In baza definitiei, exista si limitele laterale
Xﬁxo

f(x,—0)=1si f(x,+0)=1

Suficienta. Sa presupunem cd existd limitele laterale f(x,-0), f(x,+0) si
f(x,—0)= f(x,+0)=/, /e R. Din definitia Cauchy a limitelor laterale ale unei functii
intr-un punct rezulta: ( limof(x) =/ si limof(x) =)o (Ve>0, 36,>0, 39,>0,

X—xp— xX—xg+

astfel incat Vxe E\{x,}, dacd x, -8, <x<x,sau x,<x<x,+98, =| f(x)-1|<ée).

Fie 6 =min(J,,8,) > 0. Evident, Vxe E\ {x,} cu |x—x,|<d = (x, -6, <x < x, sau
X, <x<Xx,+0,)=|f(x)—/|<e. Prin urmare, lim f(x)=/.

XA)XO

Similar se demonstreaza si cazul in care limita / este infinita.

Exercitii rezolvate

x*+x,dacax<2

Sa se determine limitele laterale
2x+3,daca x> 2.

% 1.Fie functia /: R—>R, f(x)={

ale functiei f in punctul x, =2. Are limita functia f in punctul x, =27
Rezolvare:
Folosind definitia Cauchy a limitei functiei, obtinem £i£121(x2 +x)=6si 1){i£r21(2x +3)="7.
In baza definitiei limitelor laterale si a teoremei 2 vom avea: dacd x <2, atunci
f(x)=x"+x si, prin urmare, f(2-0)= Liirzl(f +Xx)= Ligl(f +x)=6, iar daca x>2,
x<2

atunci f(x)=2x+3, deci f(2+0)=lim(2x+3) = lim(2x+3)=7.

x>2

Cum f(2-0)# f(2+0), in baza teoremei 2, functia f nu are limitd in punctul x, = 2.

% 2. Sa se determine valorile parametrului real a pentru care functia f: R —>R,
f(x)= {

x*+a’,daca xe[-1, 1]

3ax+1, daca xe (—eo ~)U (1, +oo), are limita cel putin in unul dintre puncte-

le —1 si 1. Care este valoarea acestei limite?
Rezolvare:
Pentru orice xe(=1,1) avem f(x)=x"+a’, deci [ ()= 1in11(x2 +a’)=1+a’,
-
L,(-)H= liml(x2 +a’) =1+a’. In mod analog, pentru orice xe& (—eo, 1)U (1, +o0) obti-
i
nem cd f(x)=3ax+1, deci [ (-1)= lir{ll(3ax+ D=1-3a, [,(1)= lirrll(3ax+ 1)=1+3a.
x<-1 x>1

Astfel, functia f are limitd in punctul x, =—1 dacd: [ (-1)=1,(-) ©1+d’ =1-3a &
< ae {-3, 0}. Dacd a=0, atunci [ (-1)=[,(-)=1= lir{llf(x) =1, iar daca a=-3,
atunci [ (-1)=/,(-1)=10= lirgf(x) =10.

42 |




Limite de functii

Similar, functia £ are limitd in punctul x, =1 daca: [ (1)=/,() & 1+a’ =14+3a &
<ae {0, 3}. Pentru a=0 avem /[ (1)=/,()=1= lirrllf(x) =1, iar pentru a =3 obti-
nem ci £ (1)=1,(1)=10= lim / (x) =10. ’

Asadar, pentru a =0 functia f are limitd in ambele puncte, —1 si 1, iar pentru
ae {3, 3} ea are limitd numai in unul dintre aceste puncte.

Exercitii propuse |

Profilul real

A 1. Sa se arate cd punctul x, =2 este punct de acumulare pentru multimea E cR:

a) E= 2n neN b) E = 2+( D’ neN c) E= 4n+3 neN .
n+l 2" 2n+1
2. Sa se arate cd punctul x, € E (n=1), unde E este multimea din exercitiul 1, este un punct
izolat pentru E.
3. Aplicand definitia in limbajul vecindtatilor a limitei unei functii intr-un punct, s se arate ca:
. N ), WENSANNY
a) lxlirll(x+1)—2, b) 1X1£121(2x—3)— 2; c) ‘llmé(zx+4)— ok
d) 1i1{11(1 -2x)=3; e) lirrzl(x -3)=-1 f) llmlx =1.
4. Sa se demonstreze, utilizand definitia in limbajul € — & a limitei unei functii intr-un punct, ca:
a) 1_ir{1](2—3x)=5; b) lirr31(§x—3)=—l; c) lirg}(\/;) =2.
5. Folosind proprietétile sirurilor convergente, s se calculeze lim f (x,) dacd limx, = x,:
—3x+5 2x* + 5x +2
a X —7,x =1 b 7,)( =-2;
) S0 =TS ) f0=T5
X’ +1
c) f(x)=————, x,=—1.
) f0==

B, 6. Si se determine punctele de acumulare pentru multimea:

a) E= {( % 2’”3‘ EN}; b)Ez{n'l3 }C)E {Z_'_icosn?:[

7. Sa se indice cel putin un sir numeric din £ care are ca limita punctul de acumulare x, pentru
multimea £

" » Jnn
a) E=R\[0, 4), x,=4; b)E—{Hz

ne N*}, x,€ {-1,1}.

8. m Lucrati in perechi! Sa se demonstreze, folosind definitia Cauchy a limitei unei functii

intr-un punct, ca:
3x+7

: 2 _ -1 . 1 =
a) £1£r21(2x 5x+3)=1 b) 1 im ="~ =1 c) XILIE° 11 2.
9. Sa se arate ca nu existd limita:
a) limcos L; b) limsin’ 7 x; c) liml sinZ.
x—1 X — 1 X—yo0 x—0 X X
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10.

11.

C 1.4

13.

14.

15.

Sa se calculeze in punctul specificat x, limitele laterale ale functiei f: D' - R:
_|2x+1, daca x<2 e _3x +4x+1
a) f(x)_{x2+x, daci x>2, X =2 b) f(x)—ﬁ, x, € {=11j.
Sa se decidd daca functia f are limitd n punctul specificat x, sisa se calculeze / = lim f(x),
stiindcd f: D—R: o
3x+1, dacd x<1 . _x' -4
a) f(x)_{xfé_zx’ dacéx>1, xoe{oal}’ b) f('x)_ 2_x7 XOE{O,Z}.

Investigati! Sa se cerceteze, in punctele specificate x,, ke Z, existenta limitei functiei
f:R—>R: a) f(x)=sgn(sinx), x, =km, ke Z, b) f(x)=[x], x, =k, ke Z.
Fie functia f/: R—>R: a) f(x)=x—[x]; b) f(x)=[cosx];

©) /() =atsin), unde a(x)={)" {48 ¥ =0

Sa se schiteze graficul functiei f si sd se determine punctele x, € R in care exista lim f(x).
X—Xq

este functia Heaviside (treapta unitate).

Investigati! Fie functia f: R > R:
a) f(x)= {

Sé se determine a€ R, astfel incat sa existe lim f(x) si s se calculeze aceasta limita.
X=X

X, =2.

(ax+1)°, daca x<1 _ . _Ja®—x?, daca x<2
ax+3, dacd x>1, X =l b) f(x)= x—a, daca x>2,

a’x—x*, daca x<-2
Fie f/:R—>R, f(x)=:-6, daca x=-2
3ax, daca x>-2.

Pentru care valori ale parametrului a€ R exista 1ir{12 f(x)si lirg f(x)=f(=2)?

m| Operatii cu limite de functii.

Limitele unor functii elementare

2.1. Operatii cu limite de functii

Sa determinam operatiile ce pot fi efectuate cu limite de functii. Vom prezenta demon-
stratiile doar pentru unele dintre aceste operatii, celelalte demonstratii fiind propuse ca
exercitii.

Fie E o submultime nevida a lui R, x, un punct de acumulare finit sau infinit pentru
multimea E'si f, g: E— R functii pentru care exista lim f(x)=a, lim g(x)=5b, unde
limitele a si b sunt finite. Sunt adevarate propozitiile: o o

(@ Daca functia f are limita in punctul x, si ce R, atunci si functia ¢- f are limita
in punctul x, si }Lrg [ef(x)]=ca= c}gg f(x). Prin urmare, factorul constant poate fi

extras de sub semnul limitei.

Observatie. Dacd in propozitia @ se considerd ca f(x)=1, atunci limc=c. Deci,

X=X

limita in orice punct x, a unei constante este insdsi constanta.

! Aici §i in continuare multimea D se considera domeniul maxim de definitie al functiei.
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@ Daca functiile f, g au limitd in punctul x,, atunci si functia '+ g are limita in
punctul x, si lim[ f(x) £ g(x)]=axb=1im f(x)x lim g(x) — limita sumei (diferentei)
de functii est;zogald cu suma (diferen,t;j)(olimitelo;ﬂc.;oceslor functii.

Demonstratie

Din definitia Cauchy a limitei unei functii intr-un punct rezultd (lim f(x)=a si
ll_)rgl g(x)=b) &= (Ve>0, 39, >0, 6, >0, astfel incat Vxe E\ {x,}, dac/;rx—xo| <9, si
|xvi X, |<6,=|f(x)—al <% si |g(x)-b| <§). Deci, Vxe E\{x,} inegalitatea
|x—x,/<d, unde § =min(5,, J,)>0, implica inegalitatea | f(x)* g(x)—(atb)|=
=1/ () =) % () =b) | f()-al+]g(x)=b| <+ =e.

Prin urmare, conform definitiei Cauchy, lim[ f(x)* g(x)]=atb. P

@ Daca functiile fsi g au limita in punctul x,, atunci si functia f-g are limitd in
punctul x, si lim[f(x)- g(x)]=a-b=lim f(x)-lim g(x) — limita produsului de functii
X—Xq X=X( X=X
este egala cu produsul limitelor acestor functii.

Propozitiile @ si @ sunt adevarate si pentru un numdr finit f,, f,, ..., f, de functii
care au limita in punctul x,. In particular, din propozitia @, pentru f, = f, =...= f, = f,
se obtine }Lan[f(x)]” =[}LI£1 f()]", neN, n>1.

° ° /()
g(x)
este definit pe o vecindtate a punctului x, din multimea £\ {x,}, functia E are limita in

f() _a M/

x, si lim =—="—— — [imita catului a doua functii este egala cu cdtul
o M e b Tlimg(n) June, g
X=X

limitelor acestor functii.

@ Daca functiile f si g au limita in punctul x, si lim g(x) =5 #0, atunci catul

(® Daca functiile f'si g au limitd in punctul x, si f(x)>0 pentru orice xe E, atunci si
functia 1% E—R, (f*)(x)=[f(x)[F" are limitd in punctul x, (cu exceptia cazului 0°) si
lim g(x)
lim[f ()] =a" =[lim f ()]
X=X X=X
Conditiile de existenta a limitei pentru functii compuse sunt formulate in propozitia ©.

® Fie E si F submultimi nevide din R, x, un punct de acumulare pentru E, func-
tile u: E—F, f: F >R sifunctiacompusd fou: E—>R, (fou)(x)=f(u(x)), Vxe E.
Daca 1) thl u(x)=u,,
2) u(;) #u, pentru orice x dintr-o vecindtate din £ a lui x, si x # x,,
3) lim f(u)=/,

u—u

atunci functia compusd f ou are limitd In punctul x, si lim f(u(x))=lim f(u)=1.
)C*),\’O Mﬁl{o

[ 45



Modulul 2

Observatii. 1. Egalitatea Xll)n} fu(x))= }g}l f(u), stabilita in propozitia @), argumen-
teazd un procedeu generalonumit metodzl substitutiei sau metoda schimbarii de
variabild la calculul limitelor de functii. Intr-adevar, membrul din dreapta al egalitatii
se obtine din membrul din stAnga daca se efectueaza notatia u = u(x), numita substitutie
sau schimbare de variabila, si se tine cont de ipotezele 1) si 2) ale propozitiei ® ca
u—u, sl u#u,.

2. Operatiile cu limite de functii sunt valabile i pentru limite laterale.

Propozitiile @ — (& sunt adevarate si in unele cazuri in care una sau ambele functii f

X=X

si g au limitd infinitd In punctul x, sau cand pentru catul g avem lim g(x)=0.

De exemplu, sd presupunem ca ILm f(x)=a, aeR, iar lim 2(x) =400 sisd demon-
stram ca 1n acest caz functia f + gxa;oe limita in punctul x, xsikolim[ J(x)+ g(x)]= oo
Conform definitiei Cauchy a limitei unei functii intr-un punct:;iem:
lirgf(x) =aoVe>0, 36,(6)>0, Vxe E\{x,},

|x—x,|<0, =>a-e< f(x)<a+g; (1)
lim g(x) =4 < VM >0, 36,(M)>0, Vxe E\{x,},
|x—x,|<6, = g(x)>M —(a—¢). )

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca pentru orice M >0, 36 =min(J,(g), 6,(M)) >0,
astfel incat oricare ar fi xe E\{x,} inegalitatea |x—x,|<d implicd |x—x,|<0, si
| x—x,|<9,, care, larandul lor, implica

fx)+gx)>(a—e)+M —(a—€)=M.

In baza definitiei Cauchy a limitei functiei in punct, xhjl}[ F(x)+ g(x)]=eo.

Simbolic, acest rezultat se noteaza a + (+o0) =400 si se0 numeste formd neexceptatd,
forma determinatd sau, simplu, determinare.

In mod similar pot fi demonstrate si formele neexceptate:

G+ (o) =00 atoomos; (Hoo)+ (o) =Hoe;  a-(Heo)=roo (a>0);

a - (—o0) =+oo (a<0); %zoo (a#0) etc.

In cazul in care lim f(x)=+co si lim g(x)=—oo, despre existenta limitei functiei
X—=X(

X=X

/

f + g sau a functiei E in punctul x, nu ne putem pronunta.

. . ~ e M ~ ~
Simbolic, acest rezultat se noteazd oo —co sau — si se numeste formd exceptatd,
oo

forma nedeterminatd sau, simplu, nedeterminare (o expunere mai detaliatd a acestor
cazuri se va efectua in §4).

Asadar, operatiile cu limite de functii pot avea sau nu pot avea sens. Aceste operatii
conduc la aparitia asa-numitelor forme neexceptate (determindri) si forme exceptate
(nedetermindri).
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Tabelul formelor neexceptate

Dacd ae R, atunci:

1. cot+a=0c0 15. 2=0
2. (+0)+a =+ o

( ) a 16. — =00
3. (o) ta=—c .
4. (o) + (o0) = oo 17. §== (a0
5. (—o0)+ (—o0) = —co 18. a™ =+ (a>1)
6. a-co=00 (a#0) 19. a~ =0 (a>1])
7. a-(+e0) =+o0 (a>0) 20. " =0 (0<a<]l)
8. a.(—oo):—oo (a>0) —oo

21. a = =+ (0<a<1)

9. a(+oo):—0<> (a<0)

22. (400)* =400 (a>0)
23. (+00)* =0 (a<0)

10. a-(—o0) =400 (a<0)
11. (400) - (4o00) = +oo

12. (=o0)- (=00) = +oo 24. 0" =0
13. (+<x>) . (—oo) = —o0 25. (+<>o)+°° =400
14, o000 =00 26. (+00) ™ =0.

1. z 2.% 3.0 4, co—oo0 5. 17 6.0° 7. 0o°

Exemple

Din definitia limitei unei functii intr-un punct rezulta ca lim x = x,, unde x,€R.

X=X

Prin urmare, in baza propozitiilor @ —®) obtinem:

1. lim(3x —4x—2) =3(limx)’ —4limx—lim2=3.2’ —4.2-2=2;

2. lim[(x+3)- (3x” —4x = 2)] = lim(x +3) - lim(3x" — 4x - 2) =5-2=10;

x—2

S x*3 lm(x+3) -5

'm3x2 _4x-2 lim(3x* —4x—2) 2
im (x+3)

4. lim(3x* —4x-2)"" =[lim(3x* ~4x -2 =2° =32

5. 1iI'£11[3(x+3)2 —4(x+3)—2]:1in;(3u2 —4u-2)=2 (u=x+3—-2 cand x > -1).
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2.2. Limitele functiilor elementare

in cele ce urmeazi vom studia limitele unor functii elementare, functii care se folosesc
la descrierea in limbaj matematic a diverselor procese din naturd. Vom prezenta, fara
demonstratie, relatiile de calcul al limitelor de functii respective. Aceste rezultate pot fi
deduse direct utilizand definitia Cauchy a limitei unei functii intr-un punct.

L. Functia putere cu exponent natural /: R—>R, f(x)=x", neN, n>1 (fig. 2.6)

a) limx”=xg, x,€R; y VA
X X0
b) limx" = +oo, daca n este par ) y=x",
daci ; . y=x", s
x>0 oo, daca n este 1mpar; n — impar
n — par
. . |+oo, daca n este par i
¢) limx" = ’ . p . 0 X
¥o—o —oo, daca n este impar; 0 x .
P Y
d) lim x" =4oeo. 1
X—>+eo .
Fig.2.6

II. Functia putere cu exponent intreg negativ
F R0} SR, f(x)=x"=-—, neN, n>1 (fig. 2.7)

n?

x—=x9 x"
XX y y

. 1
b) lim 1= o~ \\
X—o0 xn — . X
. n — impar
1 +oo, daca n este par

¢) lim—= . .
) lim X" {oo, daca n este impar; WO x
d) lim Lﬂ = 4o0; *

x=+0 x .

5 Fig.2.7

.1 +oo, dacd n este par
e) lim—= - .

x>0 " —oco, dacd n este impar.

I11. Functia polinomiala
P.R->R, P(x)=ax"+ax""'+..+a, a,€R,i=0,n, a,#0, neN".

a) lim P(x)=P(x,), x,€R; b) lim P(x) =lima,x";
B 5 Ern_P(;)Zlgn;Ox_”;_ ] d) lim P(x)= lim a,x".
Exemple

1. lim3x’ —4x+2)=3-(-1)’ —4-(-1)+2 =3,

x—-1

2. lim(=3x + 5x — 2) = lim(=3x") = —o.

3. lim(=2x" +100x* =3) = lim (=2x7) = oo

X——o0
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IV. Functia rationala
Fie P si Q doua functii polinomiale cu coeficienti reali definite, respectiv, prin:

P(x)=ax"+ax"" +..+a, si O(x)=bx" +bx"" +..+b,, a,#0, b, #0, m, ne N’.

Functia g: E—R, unde E={xe IR| QO(x) #0}, se numeste functie rationald.
P(x) _ P(x,)

m—== , Vx e E,

= 0(x)  0(x)"

oo, daca n>m

. P(x) ,. ax" a .
b) lim =lim—2—=4-2 daci n=m
)00 e T\

0, daca n<m.

Dacd x —+eo sau x — —oo, atunci in b) se mai specifica si semnul expresiei

0 fim x"". Cazul 0O(x,)=0 se va examina in § 4.

X—>oo
0

Exemple
L 2x —4x’+3 2:2°-4.2°+3 1
1. lim~—; = 5 =_,
=2 —x* +6x-2 -2?46:2-2 2

5 5
5 i =263 =20 .m(_%xz)zm_

2 2
i 4yt —x+2 o 4x e

V. Functia radical

O [0, +00) [0, +o0), f(x)=4x, neN, n>2, n— par (fig. 2.8)

y
a) }Lrgﬁ/;: 4/x,, X, €[0, +o0);
b) lim 4/x =0, 1 — par.
X—>Foo Ol X

2 "R->R, f(x)={/;, neN, n>3, n—impar (fig.2.9)

a limi/;:",/x , x, €R; y
| DR el V
b) lim4/x =oco, 1 — impar;
X—>o0 [0) X
¢) lim K/; =+co, 1 — impar;

d) lim M =—oco, N — impar. Fig.2.9

X——o0
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VI. Functia exponentiala
SR —=(0, +e0), f(x)=a", a>0, a=#1 (fig. 2.10)

y

a) lima* =a™, x,eR;

X—=X(
b) dacd a >1, atunci: lima” =+, lima” =0; 0<a<l a>1
X—>+oo X—>—o0
c)dacd O0<a<l, atunci: lima* =0, lima" =+oo; 1
X—>Foo X——co0

d) nu exista }gg a'. 0 .
Fig.2.10

VII. Functia logaritmica V)

£:(0, +00) >R, f(x)=log, x, a>0, a#1 (fig. 2.11)

a) limlog, x=log, x,, x,>0;
X=X(

- T T T T T oNn O<a<l X
b) dacd a >1, atunci: llrzlologax=—°°, lim log, x = +eo;

X—>+too

c) dacd 0<a<], atunci: limlog, x =+co, limlog, x=—oc.
x—+0 X—>+oo

Fig.2.11

VIII. Functia putere cu exponent real
f:(0, +0) = (0, +o0), f(x)=x", aeR\{0} (fig.2.12)

a) limx” =x;, x,>0;
X—xg

b) & >0= limx* =0, lim x” = +eo;

x—=+0 X—>Foo

¢) a<0= limx” =0, limx" =+co.

X—>+Foo x—+0

IX. Functii trigonometrice
© Functia sinus f: R —[-1,1], f(x)=sinx (fig. 2.13)

y
"""" AN S
a) limsinx =sinx,, x,€ R; AN 2 ! .
X—X) - I 0] K 77.'\ X
T T T T T T T \_/l _____ 2 .
b) nu exista: limsinx, limsinx, lim sinx. =1

X—>o0 X—>+oo X——oco

a) limcosx=cosx,, x,€R;
JC—)XO

b) nu exista: limcosx, limcosx, lim cosx.

X—yo0 X—>+eo X—y—o0
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©® Functia tangentd

fIR\{ +kﬂ:|keZ}—>lR f(x)=tgx (fig.2.15)

a) limtgx=tgx,, xoiak=%+kn, ke Z,
x~>x0
b) lim g x=reo, lim tgx=—co, ke Z.

X—0 —! x—0+0

@ Functia cotangentd
fiR\{kr |ke Z} >R, f(x)=ctgx (fig. 2.16)

a) limctgx=ctgx,, x,#p, =kr, ke Z,

b) lign_octgx = —oo, hm 0ctg)c too, ke Z.

X. Functii trigonometrice inverse

SR

© Functia arcsinus

S-L 1]%[—%, %], f(x)=arcsinx (fig. 2.17)

lim arcsin x = arcsinx,, x, €[], 1]. 2
x5 Fig.2.17

@ Functia arccosinus

f:[-1,1]—]0, ©], f(x)=arccosx (fig.2.18)

lim arccosx = arccosx,, x,e€[-1, 1].

X=X

0 1 x
Fig.2.18

© Functia arctangentd

flR—)( 5 2) f(x)=arctgx (fig.2.19)

a) limarctgx =arctgx,, x,eR; | ===

X=X(

b) lim arctgx = E, lim arctgx = —1; o x
X—>+oo 2 X—>—o0 2

¢) nu exista limarctgx. T
X—>00
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@ Functia arccotangentd

fiR=(0, m), f(x)=arcctgx (fig.2.20) oo

X=X(

v

a) limarcctgx =arcctgx,, x,€R; -\E
2

o

b) limarcctgx =0, lilp arcctgx =1;

X—>+o0

¢) nu exista limarcctgx. Fig.2.20

X—>o0

XI. Functia modul (valoarea absoluta)
fiR—[0, +o0), f(x)=|x| (fig.2.21)

2) lim|x|=|x,|, xeR;

| 2 ] 0] X

b) lim |x|=+4cc, lim |x|=+4co, lim|x|=+ee.
X—>+o0 X0 X0

Fig.2.21

Cea mai simpla clasa de functii care se studiaza in analiza matematica este mul-
timea functiilor elementare I-XI. Functiile care se obtin din acestea prin aplicarea
succesiva a unui numadr finit de operatii aritmetice si de compunere de asemenea se
numesc functii elementare. Constatam ca pentru functiile elementare f: D —R
(D <R, unde D este domeniul maxim de definitie al functiei) este verificata relatia
}ern f(x)=f(x,), x,€ D, adica limita functiei intr-un punct este egala cu valoa-

rea functiei in acest punct.

Exemple
1. ) Functia definita prin formula f(x)=+/x +2° ~3log, x este elementard, deci
lim(vx +2° =3log, x) = /(4) =4 +2* ~3log, 4 =12,

b) In mod similar,

1in2(1n(sinx)+3ln(%+coszx)] ln(sm%)+3ln(4+cos E) ln +3In2=2In2.

=

2. 11mi3_oo 11?&(;) =0; hmlnx——oo hm\/_ oo; 11mx3—0 llmctgx +oo etc.

X0 x X—>00 X—>too

Exercitii propuse |

Profilul real
A, 1. Sise calculeze:

a)lin}(—%x3+ x+5); b)llm(x += +3\/_) c) lim(%—%+x3);
x> x

d) nm(_zquw}} o) im @ +--3x); 0 lim(E+3+x + V).
X——o0 3\/; x—0 X x=0 X

52 |
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B,

. Sa se calculeze:

a) 1irr21(3x2 +x-10); b) lim (2x* +5x* +3); c) lim(2x4 +3x° +1);
. 2%’ —10x% +1 x*+3
d) lim(=5x+100x7); e) lim =X —2%X T2 lmi
) B ) ) im x*+3x+1 h i Sxt—x' -1

. Sa se calculeze:

a) 111121(2" +log, ,s X — (\/g)"); b) lilm (2" -2-4"4+8"); c¢) lim(log, x+log, x —e).
x— > x—log, e x—2¢

4. Sa se calculeze:
a) lim (—3/x* +1); b) lim(x* —x* +1)(1-x%); ¢) lim(x® —x*)(x* —x+1).
5. Sé se calculeze: a) lim(sinx + V3cosx— ﬁtg X); b) lir{rl(sin X +2ctgx —cosx).
=% x—)X
6. Sa se calculeze:
3 _ 3 32
a) lim 25 TX =3, b) lim X=X . ¢) lim 3¥ =2 +4
xoe x° —5x vies Dyt 3 o 4 x—X
7. Sa se calculeze:
a) lim(z" +log, x); b) lim(log, ; x —27); ¢) lim(e” +Igx).
1. . 2x+1 . x—1]
: Icul lim X+ ; I .
8. Sa se calculeze: a) 11|x 1| )Hm‘x+1| c) lim
9. m Lucrati in perechi! Sa se calculeze:
a) lim (sinx+2cosx—3ctgx), ne Z, b) lim(2sinx—3cosx+tgx), ne Z.
x5 x—onn
10. m Lucrati in perechi! Sa se completeze spatiile punctate, astfel incat propozitia obti-
nuta sa fie adevdratd:  a) lim sin(2*)=Ilimsin y =0, unde y=2";
X—>—co Y.

11.

12.

b) linlltg(n'x +Inx) =1imtgy=..., unde y=...

Séase calculeze in punctul indicat x, limitele laterale ale funct1e1 f:D—>R:
a) f(x)=1 | ] %€ L0 1 b) f(x)=e °, x,e {1, 1};
¢) f(x):T, X, ==L
142+
Investigati! Sa se afle valoarea de adevar a propozitiei:
a) Alim cos(1-2x); b) 3 lim sin x*; ¢) Alim(sinx —cosx),

unde simbolul A semnifica ,,nu exista”.

13. % Investigati! Pentru care valori ale parametrului me R functia f/: R—>R,
3Vx* +m® =2, daci x<0
f(x)=ym+2, dacd x=0 are in punctul x, =0 limita egala cu f(0)?
L
(m*e) :(1 +2 7 } daca x>0,
14. Sase determine valorile parametrului me R pentru care functia f/: R >R,

2.2 1-x =
f(x)= {\/m ¥ —6mx+9-27 , dacd x<I are limita in punctul x, =1.

4 Vmi? + 2mx+ 3 , dacd x>1,
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15. Aplicand notiunea de limita laterala si teorema despre limita functiei compuse, sa se
calculeze: L

a) limcos(1-2sinx); b) limin(sin®x);  ¢) 1inole77; d) lim /3" —Inx* +x°;
x—)% X R X—>—ce

. To.ox) . 3 ) . 20 . T .
e) 'lklgzltg(zsmz), f) Llll(’)lctg (mcosx); g) E—I})liln (cosx)’ h) lxl_r’rllln(2 arcsmx).

BEEN calculul limitelor de functii

3.1. Proprietati ale limitelor de functii

Fie EcR, functiile f,g: E—>R si x,€ R un punct de acumulare pentru multi-
mea E. Afirmatiile care urmeaza exprima proprietati ale limitelor de functii sau conditii
suficiente de existentd a limitei unei functii intr-un punct si pot fi deduse folosind
definitia limitei unei functii intr-un punct.

1° Daca lim f(x)=a, aeR, atunci exista o vecinatate ' (x,) alui x,, astfel incat
functia f estg nxloérginité pe multimea V7 (x,)( E.

2° Daca lim f(x)=a, lim g(x)=b, a,beR, si a<b (a>b), atunci existd o
vecinatate V(;CcO ;O alui x,, as:féinincét f(x)< g(x) (respectiv f(x) > g(x)) pentru orice
xeV(x,)NE\{x,}.

Consecintd. In conditiile proprietatii 2°, daca g(x)=A (Vxe E, A€ R), atunci exista
o vecindtate V' (x,) a lui x,, astfel incat f(x)<A (respectiv f(x)>A) pentru orice

xeV(x,)NE\{x,}.
In cazul =0 se obtine f(x)<0 (respectiv f(x)>0) pentruorice xe V(x,)NE\ {x,}.

3° Trecerea la limita in inegalititi. Daca
a) exista limitele lim f(x) si lim g(x),
xX—xg X—Xx(

b) f(x)<g(x) pentru orice xe E sau pe o vecindtate a lui x, din E,

atunci lim f(x) < lim g(x).
X—)XO X—)XO
Consecintd. In conditiile proprietitii 3°, dacd lim g(x) =—co, atunci lim f'(x) = —oo,
X—Xxq X=X
iar dacd lim f(x)=+4oo, atunci lim g(x)=oo.
xX—Xx( X=X
4° Criteriul ,clestelui”. Fie functiile f, g,h: E— R verifica conditiile:
a) lim f(x)=limg(x)=a, aeR,

b) f(x)<h(x)<g(x) pentru orice xe E sau pe o vecinatate a lui x, din E.

Atunci lim A(x) =a.

X—>X(
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Exercitii rezolvate

% S3 se calculeze:

a) lim(x—sinx); b) lim(sin xP—e™).
Rezolvare:

a) Pentru orice x€ R are loc inegalitatea dubla: —1 < —sinx <1.
Atunci x —sinx > x—1 (1). Cum lim(x —1) =+eo, din consecinta proprietatii 3° si din
X—>+eo
inegalitatea (1) rezultd ca lim (x —sinx) = +eo.
X—>+oo
b)Deoarece sinx’ —e* <l—-e™*, VxeR, si lim(l—e*)=—, din consecinta pro-
X—>—o0

prietatii 3° rezultd ca lim (sinx” —e™) = —oo.

X——oo

3.2. Limite remarcabile

x—=0 X X—>o0

. X l
Limitele O lim3X = 9 a) lim(1+%) =e, b) linol(1+x)" =e

sunt utile la calculul limitelor de functii si se numesc limite remarcabile.

I Lema. Este adevarata inegalitatea dubld |sinx|<|x|<|tgx], daca —% <x< %

Demonstratie

Fie 0<x< %, un cerc de raza 1 si unghiul la centru y

AOC avand masura in radiani egald cu x (fig. 2.22).
Notam cu B punctul de intersectie a tangentei la cerc in
punctul 4 cu semidreapta OC, iar cu D — piciorul perpen-
dicularei duse din punctul C pe dreapta OA. Evident,
aria triunghiului AOC este mai mica decat aria sectorului

AOC, care, la randul sau, este mai mica decat aria triun-
ghiului AOB, adica
1 1 1

EAO-DCSEAOZ -xSEAO-AB. (2) Fig.2.22

Cum AO=1, DC=sinx, AB=tgx, inegalitatea dubla (2) devine

sinx < x <tgx, unde 0£x<%. 3)

Daca —% <x<0, atunci 0<—x< % Deci, (3) implica sin(—x) < —x < tg(—x), adica

—sinx < —x < —tgx, unde —%<x<0. 4)

Inegalitatile (3) si (4), in baza definitiei valorii absolute, sunt echivalente cu inegalitatea
dubld indicatd in lema. P
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Sa demonstram limitele remarcabile @ si .

1. Daca xe (_E 5)\{0} atunci sinx#0 si, cum x#0, din inegalitatea dubla

sinx

stabilitd In lema, prin impartire la | sin x |, obtinem: 1< S |cosx | <|—— <.

sin x COSXx

s . . . T T .
Insd |cosx|=cosx, iar x si sinx au acelasi semn pentru xe (_E’ EJ. Prin urmare,

(— %, %) \{0}. Cum lin(}cosx =cos0=1, din ultima inegali-

=1.

. . . < . .. Sinx
tate dubla, conform criteriului ,,clestelui”, rezulta ca lim
x—0 X

2. Pentru limita remarcabila @ demonstratia este doar schitata. a) Folosind relatia

n—sco

lim (1 + %) = e (ase vedea modulul 1, § 3, secventa 3.4), se poate demonstra ca variabila

discretd ne N poate fi inlocuita cu variabila continud x€ R si deci lim (1 + %) =e.

Cazul b) rezulta din cazul a) si din propozitia @) despre limita functiei compuse, daca se

efectueaza in a) substitutia u =% si u—0 cand x —> oo,

Exercitii rezolvate

% 1. Si se arate ca:

a) li M=l; b) lim< — =Ina, a>0;
x—0 X x—0
c) li M:a, aeR; d) hmtgx 1;
x—0 X x—0
l—cosx 1, . _arcsinx _ .. arctg x
e) EILI(} x? 2 f) %}_}Il;)l X =L ) 1x—)0 X =1
Rezolvare:

Vom rezolva aceste exercitii aplicand relatiile respective pentru limite de functii ele-
mentare, limitele remarcabile @, @ si propozitia @) despre limita functiei compuse.

2) lim 1n(1+x)

1
: lirrolln(1+x)" =lne=1.
b) Efectudm schimbarea de variabila v =a* —1. Atunci x =log,(1+u) si u — 0 cand
x — 0. Prin urmare, similar cu limita a), obtinem:
lim &1 = tim — (= tim L - g
8a log, (1+u)"

56 |



Limite de functii

(1+X)a _1 . ealn(1+x) _1 . ealn(1+x) _1 1n(1+x)
©) xg)l X o0 X 0| ot In(1+ x) X
.e'—=1 .. In(l+ .
=oc11£1(}e ” 1~11£r01 n(x x)=0(lne-1=0(, unde u =aln(l+x) si « =0 cand x — 0.
d) limtgx=lim(smx~ I ):nmsmx Jim——=1.—L_—
x>0 x x>0 X COSX | xo0 X x-0 COSX cos0
X x Y
2sin’ sinZ N
. 1—cosx_. 2 1. 2 | _ 1y sinu ) 1 _X
)l T eim —2(1:23 u )‘2’ unde =30
2
cand x — 0.

. . —1
£) [m &S — i %= lim( Smu ) =1, unde u =arcsinx si u —0 cand x — 0.

x—0 X u—0 SINU ~ u—0 u
—1
._arctgx .. . [ tgu . A
g) lim EY _ lim -4 =11m(g—] =1, unde u=arctgx si u —» 0 cand x — 0.
x=0 X u—0 tgu u—0| U

Observatie. Limitele remarcabile @ si @, precum si toate limitele din exercitiul rezol-
vat 1, in baza propozitiei @) despre limita functiei compuse, riman adevarate si in
cazul in care se va face schimbarea de variabila x =u(¢), unde 11m u(¢t)=0 (cuexceptia
limitei remarcabile @ a), unde limu(t) = o).

t—ty

% 2. Si se calculeze limita:

2 2
Sln3x—t 5x 3sin? 2x_1 3x _32x
a) li .—g; b) lim————; ¢) lim———————.
X0 sindx =0 x> x>0 COSX —COS2Xx
Rezolvare:

Folosind limita remarcabild @, rezultatele exercitiului rezolvat 1 si observatia de mai
sus, obtinem: _
3 sin3x _s tgSx
a) lim s1n3x—tg5x:1im 3x 5x _3-1-5-1 1
x—0 sin4x x—0 4 sin4dx 4.1 7’
4x

x—0 2 x—0 3sin2 2x 2x

3sin2 2x 3sin?2x . 2
im————=121im —- =12Ine-1° =12;
lim £ L 121im| € L(sin2x ) - e 2 =12

X

PSS 2 -1)-(3* -1

1 =
¢) lim -0 cosx —cos2x x>0 (1—cos2x)—(1—cosx)
3'23;: _1_2'32)5 _1
=1lim 3x2 2_x2 :3ln2—21n3:gln§
=0, 1=cos2x l-cosx  , 1_1 379
(2x)’ x? 2 2
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% 3. Si se calculeze limita:

3 —
) 1im (C0s3Y), b) lim Y2 T3¥ =2
=0 2x° +x =l x +2x-3
Rezolvare:
2) lim ln(czos 3)2) —lim In(1+ (czos 3)§ -1)) _
=0 2xT+xT w00 2x" +x
lim In(1+(cos3x—1)) cos3x—1 9 _1. S 9 _ 9.
10 cos3x—1 (3x)>  2+x 212+0 4’°

b) Efectuam schimbarea de variabila: u =x—1. Atunci # -0 cand x —>1 si

3 - VS5+3(1+u) -2 3 -
1im«/§+3x 2 _im 2( u) :hm\/8-2|-3u 2 _
=l x"+2x=3 w0 (14+u) +2(014+u)—3 0 u +4u

1

(1+§u)3—1 3 N
-7 8 |=Hn. 1 8_ 1
=2lim = 04723416
—Uu
8
% 4. Si se calculeze limita: 1
_(2x—1\" . . x}§
a) lﬂ(zxu) ; b) lxlilol(1+sm§) .

Rezolvare:
Vom aplica limitele remarcabile @ a) si @ b).

- (2x—1)" . 2x-1 Y . —4 7
2) 1133(2x+3) ‘1513(1+2x+3_1) ‘1513(1+2x+3) -

4
2043 T2ers ™Y i
-1 4l) 4 1-—
lim 23 lim
1 Xoeo 2X+3 ¥ 5,3
=lim|| 1+ =|lim|1+= =e ro=e
¥ 2x+3 U ’
-4
2x+3 . A
unde u = Si u —> oo cand x — oo
sint L x
1 LT qimt 2
. X K . X ksind . L2 x -1
b) lim| 1+sin= | =lim|| 1+sin= ["2 =| lim(1+u)" 2 =e? :\/;, unde
>0 2 10 2 =0

u=sin% si u—>0 cand x — 0.
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Exercitii propuse |

Profilul real
A, 1. Sise calculeze:
2
a) li (3x D2x+1)— ? . b) lim (1+2x)(1+3x) : ¢) lim 9x 2+1 :
et (x=3)(x+2)+x = (1+x)(1-2x) ==\ 16x° +1
. (1+2x)(1+3x)—1 1-x)1-3x)-1 2+x)" -
. lim Iim————
D e Mo VG-
2. Sa se calculeze: . e
sin 4x : b) lim sin 2).c +sin3x ¢) lim (I-sinx)(1—sin" x) :
50 §in 3x sin4x . cos* x
2 .
d) lim sm2(x—2); e)l sin(3x + x ); i ™ —2s.1nx;
-2 X — X x=0 X+ 3sinx
sin(7r +3x) oo e e +e =3 o 1. In(l+x+x )
¢) lim sin(2w —6x)° ) lim tgx+sin2x = T

B, 3.

C, s

Sa se calculeze:

a) lim

=0 VI+2x+x* -1

x+1
o tm(=1]

. Sa se calculeze:

\/1+x+x2 —\/1—x+x2 .

>

e) linol(l + 3x);;

b) lim Y1t 4x =3 o) 1irr(l+1) :
o2 m x>l 2x

1
f) lirrol(l —Xx)*.

« 1. In(l+sin4x) o 1:. 1 —cos3x
im-————=; b") lim————
-0 In(1+tg2x) =0 sin” x
¢ lim cos3xz—cosx; d) lim \/1+sm2x—.\/1—s1n3x;
=0 e ] ¥=0 tgx —sin4x
¢) lim In(1+arcsinx) | £) Tim 1n(cos 3x)
=0 f1—sin2x -1 0 In(e” +sin’ x)
Sa se calculeze: .
2") lim—_2eSin 2x : b") lim arctgx _
+-0 sin(3x + sin x) =0 cos2x—e”
sin2x sin3x
¢ lim-¢— e : d') lim \/cos2x—\/cosx
x—0 sin(sin(sin x)) ¥=0 arctgx’

1—cosxcos2x
e’ lim——————==;
x—0 Sin x

b
e —Ccos2x

a) lim(x* —cosx?);
X—o0

¢) lim(sinx—2");

2
a) lim(x +1+mx+n)=3;
xoe | x+1

\/1+3x—\/1+7x
o 1+31-2x

. Sa se aplice proprietatile limitelor de functii si sa se calculeze:

b) lim (x +sin2x —cos3x);

X—>+oo

d) lim(2+sinx)e”.

. m Lucrati in perechi! Sa se determine m,ne R, daca:

. sin(mx +n)
O

=2, unde m+n=m.
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Modulul 2

XA Cazuri exceptate la operatii cu limite de functii

In §2 s-a afirmat ca anumite operatii cu limite de functii nu au sens. Vom examina mai
detaliat doar una dintre aceste operatii.

Fie x, un punct de acumulare pentru multimea £ cR, f,g: E— R functii pentru
care exista limitele finite sau infinite a = ILm f(x) si b= lim g(x). De exemplu, din definitiile
respective ale limitei unei functii int;—lﬁ)l punct se pSZ?’e stabili ca: dacd a=e0, be R,
atunci }ern (f(x)+ g(x))=0o0; daca a=+eo, b=+co, atunci }Lr? (f(x)+ g(x))=4oo etc.
Sirnboﬁc, 0aces‘[e propozitii se scriu astfel: co+b=c (be R), 0(+<><>)+ (4o0) =+co i s€
numesc forme sau cazuri neexceptate (determinate) ori, simplu, determinari, iar despre
suma a+ b 1n acest caz se spune ca are sens. Tabelul complet al formelor neexceptate,
care apar la operatii cu limite de functii, este prezentat in secventa 2.1.

Daca insd a =400, b =—oc0 sau a =—oo, b = +oo, atunci despre limita functiei /' + g in
punctul x, nu se poate afirma nimic concret. Intr-adevir, dacd x — 4o, atunci:

8) f(x)=x" = oo, g(x)=—x = —eo §i f(x>+g(x>=xz(l‘§)—>+oo;

b) ()= v+ L o e, g0 = x>0 5i f() 2= L 50

©) f(X)=x+l—> 4o, g(x)=—x—>—c0 si f(x)+g(x)=1—>1, [eR;

d) f(x)=x+sinx —+oo, g(x)=—x = —co si f(x)+ g(x)=sinx nu are limita.

Asadar, lim(f(x)+ g(x)) depinde de insasi natura functiilor f'si g si poate fi infi-
X—x( A .
nita, zero, orice numar real sau poate chiar sa nu existe. In acest caz se spune ca limita

respectiva reprezintd o forma sau un caz exceptat (nedeterminat) ori, simplu, o nedeter-
minare de tipul eo —co, iar despre suma a+b se spune ca este lipsita de sens.

In general, operatiile a+b, a-b, % si a” culimite de functii a = lim f(x), b= lim g(x)
X—X( X=X
conduc la urmatoarele sapte forme sau cazuri exceptate:
0 o 0 0
-, 100, 00— 00 100, 0, [e)
0 oo O 2 2

Nu exista o regula strictd care ar permite eliminarea cazurilor exceptate. Exista doar
unele recomandari pentru excluderea acestor forme.

S (x;, unde Tim £(x)=0, limg(x)=0.

I. Cazul exceptat 9 Fie limita lim

0 X=X g X

Se recomandi, daca este posibil, sd se descompuna in factori expresiile f(x) si g(x)
S ()
g(x)
sau sa se aplice limita remarcabild @ ori limitele din exercitiul rezolvat 1, secventa 3.2.
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sau sd se amplifice raportul cu expresii conjugate, simplificdnd apoi cu x—x,,




Limite de functii

Exemple
X +x-2 0)_ . (=D(x+2) .. x+2 3
Rl Y (0)_1333(x—1)(3x+1)‘13333x+1‘4‘

(Simplificarea cu x—1 a fost posibila, deoarece x —1, si x#1.)

. 6 : 6 : 6
> lim In(1+ s1n(2x2+ x")) _(0)_ lim In(1 + sin(2x -|; X)) lim sin(2x +jc ) _
x50 4x—x 0) =0 sin(2x+x°) =0 4x—x

sin(2x+x°) (i SIR(2x + x°) lim 22X+ x®

=1-lim > - 5
=0 4x—x =0 Dx+x =0 4x — x
5
lim x(2+x7) lim2+x _1

=0 x(4—x) o0 4—x 2°

Similar cu exemplul 1 se calculeaza limita lim ——= P(x) unde P si O sunt polinoame.

S 0(x)’

Fie P, O: R — R polinoame nenule.
a) Daca P(x,)=0(x,)=0, atunci existd polinoamele P, O;: R >R
si i, je N, astfel incat P(x,)#0, Q,(x,)#0, P(x)=(x—x,) P(x),

j P(x) _ A(x,) 1
O(x)=(x—x,) 0, (x) si hm "0 " 0.00) xgg o)
b) Dacd P(x,)#0, iar Q(x,)=0, atunci lim Px) _ Px,) Hm— oo,

=0 Q(x)  O(x,)) w0 (x —-Xx,)’

I1. Cazul exceptat — apare la calculul limitei lim BAES ), unde lim f(x)=-co,

X=X g x) X=X

lim g(x) =eo.

X=X

Se recomanda, daca este posibil, sd se depisteze la numitorul si numaratorul raportu-

ui L&)
g(x)

nante; sa se extraga fortat ca factori comuni aceste functii si sa se transforme in mod

functiile (termenii) care cresc cel mai repede la infinit, numite functii domi-

echivalent expresiile obtinute, aplicand, dacad este necesar, limitele remarcabile sau
limitele din exercitiul rezolvat 1, secventa 3.2.

Exemplu

x+l 3X|:(§) +3:| . (g) +3
S RSN (7 VATE) T RS

X0 4x+| +2x+2 -

unde functiile dominante sunt 3" si 4™,




Modulul 2

I1I. Cazul exceptat 0-oo apare la calculul limitei 11m [f(x)-g(x)], unde
11m f(x)=0, hm g(x)=oco.

Se recomanda sa se efectueze transformarea echivalenta f'(x)-g(x) =(fg((—);;_l,
f(x)#0, sau f(x)-g(x)= % Jz (x );1 , g(x)#0, pentru a obtine unul dintre cazurile
exceptate Z sau %

Exemplu 1 2

sin—-sin = .
lim| x sml sm— =(c0-0)=lim—*—* = 0\ jim S0Y-8in2y
X—>o0 X—>o0 L 0 y—0 y2
. . x
=2hm(smy-smzy) 2:1:1=2, unde y=1 50 cand x — oo,
-0l 2y X

IV. Cazul exceptat c — o apare la calculul limitei lim[ f(x)—g(x)], unde
X=X

lim f(x)=a, limg(x)=b si a=+4oo, b=400 sau g =—o0, h=—0c0
X—xg X—xg

Se recomandi sa se efectueze transformarea echivalenta a expresiei f(x)— g(x)

prin aducere la numitor comun sau prin rationalizare cu expresii conjugate, sau prin

aplicarea identitdtii f(x)— g(x)= (g@)” ~ (/)" , f(x)-g(x)#0, etc. pentru a

(f(x)-g(x))"
obtine unul dintre cazurile exceptate % sau z
Exemple
. 41 X1 L2 +4x 200 ]
1. lim | X+ — (00 —o0) = lim —=X_ T _ =L
2 2
2. Tim( /—x G Ax+5 —x) = (com oo)—h Wx +4x+5-x)Wx +4x+5+x):
o s Vxl+4x+5+x
44 =
= lim xS = lim X =2.

=X +dx+5 +x HW\/H_4+52+1
X X

V. Cazurile exceptate 17, 0°, o' apar la calculul limitei Lim[f(x)]*".
XX

Se recomanda:
a) in cazul exceptat 1° sa se aplice limitele remarcabile privind numarul e;

b) in cazurile exceptate 17, 0°, =" si se utilizeze identitatea logaritmica fundamen-
| ) I lim g(x)In f(x .
tala [ £(x)]5 =e*"™ ™ £(x)>0, sirelatia lim e*™"/ ™ == (propozitia

X—=>X(

®) din §2), care plaseaza exponentul g(x)-In f(x) in cazul exceptat 0-co.
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Exemple 2(2x+1)

xX+3 x+3

x +1 2x+1 x +1 2x+1 . 2 =)
1. }Lﬂ(x+3) —(1)—}%(” 3 1) :}L‘}l(”m) =

1
~2(2x+41) I
3 lim

. 1 xgn:oe X+ X—>+oo 1+§ 4 2
=|lim(1+ y)” =e * =e¢ ", unde y=— — 0 cand x — +oo.
y=0 x+3
21nx+1n[1+i] 1n(1+i2)
In(1+x%) X2 24 Tim x
2. hm (1+x )‘“" =lime ™ =lime ™ =e == M ==

X—>teo X—>Foeo

In modulul 4 vor fi formulate regulile lui I’'Hospital pentru calculul limitelor de functii

A . 0 . . . < -
in cazurile exceptate IR Consecinte ale acestor reguli sunt urmatoarele limite:
(e ]

1. lim %8>

X—>too X

=0 (x>0,a>0, a#l)

&

2. hm——O (>0, a>1)

X—>+oo a

Aceste limite sunt utile n cazurile exceptate z i 0-oo,

putere x si exponentiala ¢” tind la plus infinit. Din limitele 1 si 2 rezulta ca cea mai

=9 =9

este functia log, x, mai ,rapida” este functia x“, iar cea mai ,,rapida” este
functia a”.

Observatie. Dacd x — 4o si o¢>0, a>1, atunci functiile logaritmica log, x,
Llenta

Aceastd observatie se aplica la determinarea functiilor dominante in cazul excep-

oo
tat —.
Exercitii propuse |

Profilul real
A, 1. Sise calculeze:
2 _ 2 _ _ 5 5 .4
) lim & D=2 Oxr DG D) o) fim VX +24x
=2 (x*+x-6) == (2x+6) w4 34[x
. 3x  +5x+2 L3 -4 3" —4*
d) im————=; e) lim ———; lim ;
) x—-1 3\/; +1 ) xotee DY 4% ﬂ xo—ee DY 4¥
x x 2 6 6
g) lim>—%, h) lim & ¥X) i) lim 07+
VA == In(x" +x") =0 In(x* +x'%)
2. Sa se calculeze:
2 2 S5x 2 Sx
1n(1+x3+x6) : b) lim 1n(x10+e4'); ¢) lim ln(xlo+e4);
=0 n(l-x" +x") =0 In(x" +e™) —=In(x +e)

d) lim(vx* +6x —x); e) lim (Vx” +x +x); f) lim {/x’ +x* —x);
1 3 (X1 P43 a (X +x—1 x*—2x-1
lim ; h - : 1 - |
gl 1(x+1 X3 +1) )}L%(x+2 x—1 )’ D YI—IL{ x+1 x—1
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Modulul 2

B, 3. Sise calculeze: .
a)l 6sin’ x +sinx—2 b) lim> 3—x —x+1; ln(37 +22 );
4sm x— 8s1nx+3 =l x” —=3x+42 = n(e™ +e™)
1
_(2x+1Y (x+4Y T 1+4x
9 3313»(4“3) : ©) 1133(x+3) : f)lﬁo( T+x )
1 1 ,
o) 111%(2 +3 ); h) lim(x +x=5)7%; i) lim[x2 (ot 3~ 22+ +1)).
4. Sa se calculeze: 1
L _1 1
2+tgx Jind2x . [ cos2x in’x . el .
3) IHO(2+sinx) ’ 5) Pg}(cosSx) ’ ©) xlggx ’
1 1 o
d) lim(s\/;+4\/;)ln(ﬁ+%); e) lim (3\/;+z{/;)ln(«/;+%/;); Dl : ((I’l -:)lz)x+n;
X X—>too xX— x_
2 n
@) limUFOAExD 04 -y h) lim ¥ P et TR sy

C, s.aﬁ

. Fie f: R\{-1} >R, f(x)=

. %Investiga,ti! Fie /- R—>R, f(x) 2{

X0 x—=1

x—1

[(4x)" +1] >

Investigati! Sa se determine valorile parametrilor a,be R, daca

lim(3/4x* —x° +ax+b)—f

X—>too

. Sa se calculeze lim (a\/ X +x +b\/4x2 +x) si sa se discute dupa valorile parametrilor

a,beR.
ax> +bx+4
x+1

, lim[ f(x)—ax]=3, apoi sd se calculeze liirlri0 f(x).

. Sa se determine @, b€ R din conditiile

m 2

x~>+w

x> +ax+1, daci x<?2
b+In(x—1), daca x=>2.
parametrilor a,be R, astfel incat sa existe limitele 1inz1 f(x) si lin21

lim £ (x)= £ ().

Exercitii si probleme recapitulative |

Sa se determine valorile

S()-f(2)
x—2

, lar

Profilul real
A, 1. Sise calculeze:
8—6x+x . 3x=2x+1 . (2+x)(1+3x)-2
lim S—0xX+ X", b) lim—>% —2x+1 Jim ZEDCH50) =2,
Al 2 ) i G+ 4 O 30y
2 2 3
@) fim GHDGHD@ D o (000 -3x 2045w ) oo ot Ay
Yoten (3-2x)° ol x+1 x—2 H+°°2\/7+3\/7
3
g) lim Y0=10x =4, h) lim—X=2 i) lim /X =2
x—>-1 2x* —=3x =5 o2 5 IlO +5 x—1 X —
2. Sése calculeze:

V3—-x—~5+x .
VI+2x +1

d) lim (V22 +x+1 -2 —x +1);

Y7-6x-316-15x .
o-8x-1

e) lim@/x* +x°
X—>+oo

a) lim———————

x—-1

. b)lim

x—1

c) th(\/ﬁ—zx/}h/ﬁ);
_3\/x3_x2




Limite de functii

B, 4.
5
C, e
7.
8

. Sa se calculeze:

. sin3x | tg3x +2sinx w 1:. SIn2x-arcsin 6x |
a) lim———————; b) im=>————— ¢) lim—————+——
+-0 §in 2x +sin4x x>0 38in2x —tgx’ =0 tg”(3x)
: _ _ Q2 sin2x
& lim 2sinS5x —3arctg2x : &) 11 : 23 : £) lim e 1 .
=0 arctg6x =0 2% 43 ) =0 tgbx
Sé se calculeze:
_ 2
“ 1 1' ios4x; b’) lim X . ¢) lim 1n(l+251r313x),
*=0 sin”(2x) +-0 c0s2x —cos3x’ -0 @
1
1. In(cos6x) _(2x+3 )" 1+sinx )
. 1 . > .
4 lxlirol In(cos3x)’ 2 }_{E( 2x-1 ) ’ hli 20 T+sin 2x) ’

1
g1 m(cost)v . h) li [1+x-3 )x .
cosx =0l 14+ x-5"

. Sa se calculeze limitele laterale:

. X .| 1=x] 1
a) lim—————; b) lim ; c) hm —
oy (e D(x=2) S -1 oo
1 .ox—=2
d) li lim——=—; li
)y O M (i)’ b
x<! X< x>= 3 31 x2

% Investigati! Sa se determine valorile parametrului ge R, astfel incat sa existe
4x* 4+ a, dacid x<1

=R f(x)={45x+4+2a2 daca x>1, 0 "

a’+3x+2, dacd x<0

b x)= x, =0;
) /) {5\/512+x2 —2, dacd x>0, °

x’\3a+1+ax+a, daca x<-1

0 f(x)=1", . x, ==L
x“—xsa+4, daca x>-1,

d x va'x® +1, daca x<1 -1

) f&)= {1+2ax daca x>1,

Investigati! Sa se determine valorile parametrilor a, b€ R, astfel incat:
sin(x* +ax +b)

a) lim 5 =3, dacad a+b=-1;
=l 2x" =3x+1
2 ax bx
b) 11m(2x_x+3+ax+b):6; ) lim2¢- =9 __4
X oo x—2 x—0 X

. m Lucrati in perechi! Sectiunea verticald a reliefului unei localitati de munte este data de

1-6x—x", daci xe[-6, —1),

functia f:[ 6, 5]—>IR F(x)=10,1x+2,1, daca xe[-1,1],

2
—0.45x> +2,7x—0,05, daci xe (1, %]

lascara 1 : 100 m pe fiecare axa de coordonate. Pe platoul dintre cei doi munti ce corespunde
valorilor abscisei xe[—1, 1] este situat un catun.
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Modulul 2

a) Sa se traseze graficul functiei f si sa se stabileasca abscisele varfurilor muntilor.

b) Sa se determine diferenta dintre Tnaltimile celor doua varfuri.

¢) Sa se afle inaltimea peretelui vertical al muntelui, ce corespunde abscisei x =—1.

d) Sa se calculeze unghiul de inclinatie a platoului pe care este situat catunul.

e) Care este adancimea minima a fantanilor din cdtun, daca axa Ox reprezintd nivelul panzei

apelor freatice?
9. m Lucrati in perechi! 1, 1
——x" ———, daca xe[-10,2; 2
200 50 [ ]

1

D SR
5000 % =2 *1000°

reprezintd relieful subacvatic al unei mari la scara 1 : 10000 m, astfel incat suprafata marii
corespunde liniei orizontale y =0,5.

a) Sa se traseze graficul functiei f si sa se determine adancimea maxima a marii.

b) Care este latimea marii, daca ea corespunde liniei orizontale y =0,5?

¢) Sa se determine inaltimea rupturii placilor tectonice in punctul de abscisa x = 2.

Test sumativ | Timp efectiv de Iyerey
45 de minute
Profilul real

I Caloulati  a) m¥10=3x =2+ x,

x—-2 x—=2

Graficul functiei f:[-10,2; 52] >R, f(x)=
daca xe (2;52],

®

lsinSx—3sin£
b) im2— 2 ®

=0 sin 2x

4—+4-2x, daca x<0
2+43x—x?, dacid x>0.
a) Calculati limitele laterale ale functiei f in punctul x =0.

2. Fiefunctia f: R—>R, f(x)= {

® ®

b) Determinati si argumentati valoarea de adevar a propozitiei:
lirrolf(x)=2. A/F
2 2 2
3. Fie [ =lim*12¥=3 f _jm X =342 gy, X XD
ol oyt =1 wlx"+2x-3 Wl x” =3x+2

a) Calculati /, si [, .
b) Féra a calcula limita /,, stabiliti valoarea / =//,/,.
c) Utilizand rezultatul de la b), determinati valoarea limitei /,.

®@ 00 e

d) Rezolvatiin R ecuatia log , (x~/7)+log , (] —x)=log, 9—2log , I.
2 2 2 2
4. Indicati litera corespunzatoare variantei corecte de raspuns.

2
1im[x+2x+ax+b)=l, a, be R, daci
ool x4+3

A a=0, b=4. B a=-1,bheR C a=-1, b=2. D aci0, I}, beR. | ®

Argumentati raspunsul.

Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte | 36-35 | 34-31 | 30-27 | 26-22 | 21-16 | 15-11 | 10-7 64 3-2 1-0
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Functii continue

Objective

=2 “studierea continuitatii, identificarea punctelor de discontinuitate in baza formulei analitice
sau pe graficele functiilor date;

=2 “aplicarea 1n diverse contexte a notiunilor functie continua, functie continua lateral, functie
discontinud intr-un punct sau pe o multime;

=2 “utilizarea proprietatilor functiilor continue pe un interval in diverse contexte;

=2 “recunoasterea si determinarea asimptotelor graficului functiei;

=2 “aplicarea notiunii /imita functiei la determinarea asimptotelor graficului functiei.

Fie functia f: E —R (E cR). In modulul 2 am studiat comportarea functiei f in
vecindtatea unui punct de acumulare x, al multimii £. Punctul x, nu apartinea in mod
necesar multimii £, iar in cazul in care x, apartinea lui £, valoarea functiei f In x, nu era
luata In considerare.

In acest modul vom studia comportarea functiei /' nu numai in vecinitatea punctu-
lui x,, dar si in Insusi x,, si anume: vom compara valoarea functiei f in x, cu valorile
sale 1n punctele vecine cu x,. Pentru aceasta este necesar ca functia f sa fie definita in
punctul x,, adica x, sd apartind multimii £.

| Functii continue intr-un punct.

Functii continue pe o multime

De notiunea /imita functiei este strans legatd o altd notiune
importanta a analizei matematice — continuitatea functiei. Aceasta
notiune a fost definitd intr-o forma riguroasa de catre matematicienii
B. Bolzano! si A. L. Cauchy.

i

Bernhard Bolzano

1.1. Notiunea de continuitate

In mod intuitiv, afirmatiile o curbd este continud si o curbd nu are intreruperi,
adica poate fi trasata fara a ridica creionul de pe hartie, sunt echivalente.

Notiunile functie continud, functie discontinud (intr-un punct sau pe o multime)
pot fi intelese cu usurinta observand graficele unor functii.

! Bernhard Bolzano (1781-1848) — filozof, logician si matematician ceh de origine italiana.
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Exemple s
1. Presupunem cé pe axa numerelor se misca uniform un mobil L R
care in momentul =0 se afld in origine. Daca viteza presupusa
constantd a mobilului este v, atunci, notand cu s(7) distanta parcursa
de mobil in timpul ¢, obtinem ecuatia s(¢)=vt, t>0. Graficul
functiei s: [0, +0) > R, s(¢) =vt, este reprezentat in figura 3.1.

2. Consideram functiile f, g, i R—>R,

x, daca x<1
f(x)={ g(x)=12, dacd x=1 h(x)={

1, daca x>1,

N[

0]

Fig.3.1
x, daca x<1
1, daca x>1,

x, daca x<1
1+ x, daca x>1.

Graficele acestor functii sunt reprezentate in figura 3.2.

y y VA iy
G T G T
14—t I e
0 x 0 1 x 5 i -
a) b) ©)
Fig.3.2

Graficele functiilor s (fig. 3.1) si f (fig. 3.2 a)) pot fi trasate printr-o miscare continua
a creionului, iar graficele functiilor g si 4 (fig. 3.2 b), ¢)) sunt intrerupte in punctul de
abscisd x, =1.

Pentru a pune in evidenta deosebirile dintre comportarea functiilor £, g si /4 in punctul
x, =1, vom compara limitele lor laterale in x, =1 cu valorile lor respective in acest punct:

f(1-0)= lirll}of(x) = liIlI}Ox:L fa+0)= lirlnof(x) = 1i11nol =1, f(H=1;
g(1-0)= lirll_log(x) = lirll_lox =1, g(1+0)= 1irlnog(x) = 1i11nol =1, g(1)=2;
h(1-0)= lilll_loh(x) = lirll_lox =1, h(1+0)= lillnoh(x) = lillno(l +x)=2, h(1)=1.

Functiile /" si g in punctul x, =1 au limita 1, adica lxlilll f(x)=1 si lglll g(x)=1.
Constatam ca f(1)=1, g(1)=2. Graficul functiei g se Intrerupe in punctul de abscisa
x, =1, deoarece 1)(15111 g(x)=1, iar g(1)=2. Graficul functiei /# de asemenea se intrerupe
in punctul de abscisd x, =1, deoarece limitele ei laterale In acest punct sunt diferite
(functia 4 nu are limita n punctul x, =1). Astfel, deducem ca graficul functiei f nu se
intrerupe in punctul de abscisa x, =1 din doud motive:

1) exista 1Y1£r11 f(x);

2) limita 1)1211 f(x) este egala cu valoarea functiei f in punctul x, =1.

In baza acestor consideratii, putem formula urmatoarea

Definitie. Fie functia f: E — R siunpunct x, € E de acumulare pentru £. Spunem
ca functia f este continud in punctul x, daca ea are limitd In acest punct si
aceasta limita este egald cu valoarea functiei in x,: lim f(x) = f(x,).

X=X
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Observatie. Dacd x, nu este punct de acumulare, adica este punct izolat, consideram,
prin definitie, cd functia este continud intr-un astfel de punct.

Tinand seama de aceastd observatie, vom pune problema continuitatii unei functii
numai n punctele de acumulare ale domeniului ei de definitie.

Definitia continuitdtii unei functii f Intr-un punct x, se bazeaza pe notiunea de limita
a functiei f 1n acest punct x,. De aceea unele proprietati ale limitelor de functii se vor
regasi si In cazul functiilor continue.

Utilizand definitiile limitei unei functii intr-un punct, obtinem caracterizari ale continuitatii.

Teorema 1. Fie functia /: £E >R si x,€ E.

1. Functia f este continud in punctul x, < pentru orice £ >0 exista 6 > 0, astfel
incat pentru orice xe E din |x—x,| <6 rezultdca | f(x)— f(x,)|<e.

2. f este continua in x, <> pentru orice sir (x,),.,, X, € E, din faptul ca x, — x,
cand n— oo rezulta ca sirul respectiv (f(x,)),,, converge la f(x,), adicd
f(x,)— f(x,) cand n—> oo,

3. f este continud in x, <> existd limitele laterale (x, un punct interior multimii E):

Jim f(0)=£(x, =0, lim £(x)=f(x, +0) si £(x,=0)= f(x, +0)= [ (x,).

Propozitiile 1-3 semnifica existenta limitei functiei f in punctul x, si lim f(x) = f(x,).
X=X

Daca functia f'este continud in punctul x, € E, atunci x, se numeste punct de continui-
tate al functiei f. In cazul cand functia f nu este continua in punctul x, € E, ea se nu-
meste discontinud in punctul x,, iar x, se numeste punct de discontinuitate al functiei f.

Functia f continua in orice punct al unei multimi 4 C £ se numeste continud pe
multimea A.

In cazul in care 4=E, in loc si spunem ci f este continud pe tot domeniul sau de
definitie, putem spune, mai simplu, ca 1" este o functie continud (fara a mai mentiona pe
care multime).

domeniul lor de definitie se calculeazd inlocuind x cu x, direct in functie, adica
lim /()= £ (x,)

Astfel, functiile elementare (polinomiale, rationale, exponentiale etc.) sunt continue pe
orice interval pe care sunt definite.
Concluzie. Functiile elementare sunt continue in orice punct din domeniul lor de definitie.

I‘ Observatie. S-a demonstrat ca limita functiilor elementare in orice punct x, din

Exemple
1. Functia f (fig. 3.2 a)) este continud in punctul x, =1, iar functiile g, 4 (fig. 3.2 b), ¢))
sunt discontinue in acest punct.

2. Functiile f, g, : R—>R, f(x)=x"+2x" -1, g(x)=cosx, h(x)=3", fiind ele-
mentare, sunt continue pe R, iar functia @: (—eo, 0] > R, ¢@(x)=+/1-3", este continua

pe (—oo, 0]din aceleasi considerente.
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Exercitiu rezolvat ) _

x~, daca xe (0, 1]

%, Sa se studieze continuitatea functiei f: (0,+<) =R, f(x)=1{ x+1 .

s daca xe (1, +o0).
Rezolvare:
Cand se cere sa studiem continuitatea unei functii fara a fi precizat un anume punct,

subintelegem ca trebuie sa studiem problema pe ntreg domeniul de definitie.
Functia f; fiind definitd pe (0, 1] prin f(x)=x" si

pe (1, +o) prin f(x) =xT+1, este continua pe aceste 1

2 4
intervale (fig. 3.3). Urmeaza sa studiem continuitatea [ ________

functiei f in punctul x, =1. 1+---
Avem: f(1-0)= lirlnof(x) = lir]no x’ =1,
FA+0)= lim f(x)= 1iranxT+1:1 si f(1)=1.

Deci, f(1-0)=f(1+0)= f(1). Conform teoremei 1
(propozitia 3), functia f este continud si in punctul x, =1.

Fig.3.3

Raspuns: Functia [ este continua pe (0, +oo).

1.2. Puncte de discontinuitate

Punctele de discontinuitate ale unei functii pot fi de doud spete (categorii).
Fie functia f: £ >R (E cR)sipunctul x,€ E (x, punct interior multimii E).

Definitie. Punctul de discontinuitate x, se numeste punct de discontinuitate de
speta intdi pentru functia f daca limitele laterale ale functiei f in punctul x,

existd si sunt finite, Insd f(x, —0)# f(x, +0) sau f(x,—0)= f(x,+0) = f(x,).

Exercitii rezolvate

% 1. Fie functia /: R—>R, f(x)=9 «x
2, daca x>0.

Sa se studieze continuitatea functiei f in punctul x, =0.

sin x <
{ , dacd x<0

Rezolvare:
/(=0)=lim S“;x =1, f(+0)=lim f(x)=2.
Cum f(-0)# f(4+0), rezultd ca x, =0 este un punct de discontinuitate de speta intai

pentru functia f.

x> +1, daca x<1 Y
% 2. Fie functia /: R—R, f(x)=41, daca x=1 \\2 —
2, daca x>1. /
Sa se studieze continuitatea functiei f pe R. 1 +
Rezolvare: : 1
Functia f'este continud pe multimea R\ {1}, iar in punctul 0 o2 7
x, =1 avem f(1-0)=f(1+0)=2 si f(1)=1 (fig. 3.4). Fig.34
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Prin urmare, functia fnu este continua in punctul x, =1, avand in acest punct o discon-
tinuitate de speta intai.

Definitie. Punctul de discontinuitate x, se numeste punct de discontinuitate de
speta a doua pentru functia f* dacd el nu este punct de discontinuitate de speta
intai.

Din definitie rezulta ca, intr-un punct de discontinuitate de speta a doua, fie cel putin o
limita laterald este infinitd (adica egala cu o), fie cel putin o limita laterala nu exista.

Exercitii rezolvate .
% 1. Fie functia /: R—>R, f(x)={x’ daca x<0 )
1, daca x>0.

Séa se studieze continuitatea functiei f (fig. 3.5) in
punctul x, =0. o x

Rezolvare:

lim f(x)= lirnl = —oco. Prin urmare, x, =0 este un
x—=-0 x—=-0 X Flg 35
punct de discontinuitate de speta a doua pentru functia f.

x, dacd xe Q

0, daca xe R\ Q.

Sa se arate ca functia f este continud in punctul x, =0 siorice xe R\ {0} este punct
de discontinuitate de speta a doua pentru aceastd functie.

% 2. Considerdm functia /: R—R, f(x) ={

Rezolvare:

Fie x, =0 siunsirarbitrar (x,),.,, x, =0 cand n — co. Atunci f(x,)= {x"’ %,€Q

0, x, e R\Q
si,evident, f(x,) — 0= f(0) cand n—>o<. Deci, functia f este continud in punctul x, =0.

Fie acum un oarecare x, € R\{0}. Vom arata ca nu exista limita la stdnga a functiei
f in punctul x,. Consideram doua siruri, (x)),.,, x. € Q, si (x)),.,, x, € R\Q, astfel
incat X, - x,—0si X’ — x, —0 cand n — oo. Atunci, conform definitiei functiei f, rezulta
ci f(x))=x —x,, iar f(x”)=0—-0 cand n—oo. Insid x, #0. Astfel, am aratat ci
existd doud sgiruri, (x),., si (x)),.,, care converg la stinga la x,, insa sirurile respective,

(f(xX),s si (f(X)),s, converg la limite diferite. Aceasta inseamna ca nu existd

lirn0 f(x). Deci, x, este un punct de discontinuitate de speta a doua pentru functia f.

X—xp—

Definitie. Fie functia f: £ — R si x, un punct interior multimii £. Daca exista
limitele laterale finite f(x, —0) si f(x, +0), atunci diferenta
f(x,+0)— f(x,—0) se numeste saltul functiei / in punctul x,.

De exemplu, functia /: R >R, f(x)=sgn x, are in punctul x, =0 un salt egal cu 2
(fig. 3.6 a)).

72 |




Functii continue

Observatii. 1. In punctele de continuitate de speta a a) YA

doua, notiunea de salt al functiei nu este definita, 1 <

deoarece cel putin una dintre limitele laterale nu exista

sau este infinita. —2 *
2. Evident, saltul unei functii f intr-un punct de conti-

nuitate x, este egal cu zero, deoarece in acest caz

(3, =0)= £ (x, +0). by

3. Saltul unei functii f poate fi egal cu zero si intr-un -7 1

punct de discontinuitate x,, daca : & T X
Sy =0)=f(x, +0) # £ (x,)-

De exemplu, fie functia f: [-7, 7] >R,
x, dacd xe[-r, 0) Fig.3.6
f(x)=141,daca x=0
sin x, daca xe (0, «].
Avem f(-0)=f(+0)=0, iar f(0)=1. Prin urmare, functia f este discontinua in punctul
x, =0 si saltul ei este egal cu zero (fig. 3.6 b)).

1.3. Continuitatea laterala

Fie functia f* £E >R (E cR) si x,€ E un punct de acumulare pentru multimea
E =EN (-, x,)={x| x€ E, x<x,}.

Definitie. Functia f se numeste continui la stinga in punctul x, dacd in x,
existd limita la stanga f'(x, —0) si f(x, —0) = f(x,).

Fie functia f* £ > R si x,€ E un punct de acumulare pentru multimea
E. =EN(x,, +oo)={x| xe E, x> x,}.

Definitie. Functia f* se numeste continua la dreapta in punctul x, dacad in x,
exista limita la dreapta f'(x, +0) si f(x,+0)= f(x,).

Exemple

1, daca x<0
-1, daca x>0,
x, =0, intrucat f(-0)=1= £(0), si nu este continua la dreapta in acest punct, deoarece

F(+0)=—1, iar f(0)=1, adicd f(+0)# /(0).

1. Functia f: R->R, f(x)= este continud la stdnga in punctul

1, daca x<0
—1, daca x>0,

x, =0, fiindca f(+0)=-1= f(0), si nu este continuad la stdnga in acest punct, deoarece

£(=0)=1, iar £(0)=—1, adica f(~0)= £(0).

este continud la dreapta in punctul

2. Functia f: R—>R, f(x)={
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Observatii. 1. Functia f: E - R (E cR) este continua in punctul x,€ E (x, —
punct interior multimii £) daca si numai dacé ea este continuad si la stanga, si la dreapta
in x, (a se compara cu teorema 1, propozitia 3).

2. Daca E =[a, b], atunci problema continuitatii la stdnga in punctul a si respectiv
la dreapta in punctul b nu are sens. In plus, functia f:[a, )] >R este continui
in a (respectiv in b) daca si numai daca f este continud la dreapta in a (respectiv la
stanga in b).

Exercitii rezolvate
e +acosx, daca x<0

% 1. Se considerd functia f: R—R, f(x)=11, dacd x=0 a,beR.
x> +b, daca x>0,

Sa se determine valorile parametrilor reali a si b pentru care functia f este:
a) continua la stanga in punctul x, =0;

b) continud la dreapta in punctul x, =0;

c) continua pe R.

Rezolvare:

a) }Ln}() f(x)= }Ln}() (" +acosx)=1+a. In baza definitiei, functia f este continui la
stanga in punctul x, =0 daca si numaidaca f(-0)= f(0) = 1+a=1<a=0si beR.

b) }Lrg f(x)= }iﬂ})(xz +b)=>b. Conform definitiei, functia f este continua la dreapta
in punctul x, =0 dacd si numai daca f(+0)= f(0) <= b=1 si ae R

c) Functia f este continud pe (—eo, 0) si pe (0, +oo) pentru orice valori ale pa-
rametrilor a si b. In punctul x, =0 functia f este continud dacd si numai daca
f(0)=f(+0)=f(0)=a=0 si b=1.

Raspuns: a) a=0,beR; b) aeR, b=1; ¢c) a=0,b=1.

% 2. Sa se studieze continuitatea la stinga si la dreapta a functiei f/: R - R,

3x—2, daca x<1
f(x)_{xz +1, daca x>1.
Rezolvare:

Pentru x<1 si x>1 functia f, fiind elementard, este continud. Studiem continuitatea
ei in punctul x=1. Calculdm limitele laterale: lir]gof(x) = lirr]1(3x—2) =1=f(),

1irln0 f(x)= lirrll(x2 +1)=2# f(1). Prin urmare, f este continud la stanga In punctul

x=1 si nu este continud la dreapta in acest punct.
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1.4. Operatii cu functii continue (optional)

Vom ardta ca operatiile aritmetice asupra functiilor continue, precum si compunerea
acestora, conserva continuitatea.

Teorema 2. Dacd f, g: E >R (E < R) sunt functii continue intr-un punct x, € E,
atunci functiile af (€ R), f+g, f—g, f-g suntcontinuein x,. Daca, in plus,

g(x)#0 Vxe E, atunci si L este o functie continud n x,.
g

Aceasta teoremad, stabilita local (intr-un singur punct x,), se poate extinde la nivelul
unei multimi, 1n particular, pe tot domeniul de definitie £.

Exemple

1. Functia f/: R—>R, f(x)=2"+sinx+x, este continua pe R ca suma a trei functii
elementare continue pe R.

2. Functia definita prin f(x)= Sl% este continud pe multimea £ =R\ {kr|ke Z},
X
fiind catul a doua functii continue pe aceasta multime si avand numitorul nenul pe E.

3. Functia definita prin f(x) =tgx este continua pe multimea £ =R\ {% +krlke Z},

sin x
deoarece f(x)=
J) coSx

(cosx #0, xe E) si sinus, cosinus sunt functii continue pe E.

Teorema 3. Fie functiile g: £, = E,, f: E, >R (E,, E, cR) si compusa lor
h=fog: E, > R. Daca functia g este continud in punctul x,€ E, si functia f
este continud in punctul y, = g(x,)€ E,, atunci functia 4 este continud in x,.

Observatie. In conditiile teoremei 3 si din definitia continuitatii rezultd urmatoarea

>

egalitate: lim f(g(x))= f(g(x,)) = f(lim g(x)), care inseamna ca limita ,, comuta
x—Xx) X=X
cu toate functiile continue.

Exemple
lim sinx

=e =¢" =1 inbaza continuititii functiilor f(x)=e" si g(x)=sinx;

1. lime™"

x—=0
. iy _ e AEy x“_fj;[x/;_ T AT .. x
2. limtg(2¥") = tg(lim2"") =tg(2 )=tg2"" inbaza continuitatii functiilor a*, tgx
si x“ in punctele respective.

Corolar. Dacé functia g: E, — E, este continud pe multimea £, sifunctia f: £, >R
este continua pe multimea E, (E,, E, cR), atunci functia A= fog: E, >R este
continud pe E,.

Asadar, prin compunerea a doud functii continue se obtine o functie continud, iar
teoremele 2 si 3 se extind la sume, produse, compuneri ale unui numar finit de functii
continue.

Exercitiu rezolvat

% Fie f, g: E — R functii continue in punctul x, € £ (pe multimea E). Sa se demonstreze
ca si functiile | f'|, max(f, g), min(f, g) sunt continue in x, (respectiv continue pe E).
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Rezolvare:

Functia | /], adica | /| (x) =| f(x)|, poate fi reprezentata ca o compusa a doua functii
continue: | | =¢@o f, unde ¢: R >R, ¢@(x)=] x|, este functia modul, care este continua
pe multimea E. In baza teoremei 3, functia | f| este continui in punctul x, (respectiv
continua pe multimea ).

Continuitatea celorlalte doua functii rezulta din teorema 2 si din relatiile:

max(f, ) =3(f +)+|f ~ gl min(f, &) =2((f +&)~If ~g).

Exercitii propuse |

Profilul real

A, 1. Si se arate ci functia f/: R —R, f(x)=x’+2x—1, este continui in punctele x, =0 si
x, =2
2. % Investigati! Sa se studieze continuitatea functiei /* pe domeniul ei de definitie:

B fEISR f0=2 4542 b) iRSR =20

0) f: (=3, +00) >R, f(x)= i +In(x +4).

3. Sa se stabileasca daca este continud pe R functia /: R >R:

a) f(x)=]x+1]; b) f(x)=x+|x—1];
X1 daca x#0 : dacs

¢) f(x)=1 x »@a* d) f(x)=401+x)", dacd x>0
1, daca x=0; 2,7, daca x<0.

4. % Investigati! Sa se studieze continuitatea functiei /: R — R:

l, daca x<0

x*+x7, dacd xe Q ), daci
— 2 b = 29 d = 0
a) f(x) {x+1, dacd xe R\ Q@; ) sin ;;a i

3 dacad x> 0.
B, 5. Aplicand inegalitatea |sinx|<|x|, Vxe R, si se demonstreze continuitatea functiei
fTR->R:
a) f(x)=sinx; b) g(x)=cosx; ¢) f(x)=sin2x; d) f(x)=cos2x.

nx

cosx +|x—1|e
14+e™
a) Sa se expliciteze functia f. b) Sa se studieze continuitatea functiei f.

6. Fie functia /: R—> R, f(x)=Ilim

x* +2ax, daci x<1

eR.
x*+ad’, daca x>1,

7. % Investigati! Se considerd functia f: R—R, f(x)= {

Sa se determine valorile parametrului a pentru care functia f este continua pe R.

8. Sé se afle punctele de discontinuitate si sa se calculeze 1n aceste puncte saltul functiei
2 n

, . _Jtim| 142 |, daca x <1 _ [sgn(x+1), daca x<0
SRR &) f(x)= HM( " b) f(x)= {2, dacd x> 0.

sin(x —1), daca x> 1,
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C, 9. Si se afle intervalele de continuitate ale functiei f: [a, bp] — R reprezentate grafic:

y
| L | A
X a O] x, p x a Ol x, p x
b) c)
10. Functia f: [-3,5] > R este reprezentata grafic 3 Y

in figura alaturata.
a) Sa se indice intervalele pe care functia f este /

boio

continud. -
b) Sa se caleuleze: f(=1)- £(0), £(2)- f(4), oy >
1) 15 22

11. Sa se studieze continuitatea si sa se traseze graficul functiei:

X -
8) ' RSR, f0=lim{p @EXEQ 1) o1 LR £(0)= lime™ +x%2),
"7710, dacd xe R\ @; n—se

ax+be’, daca x<1
12. % Investigati! Fie functia /: R—>R, f(x)=12, daca x=1
1—ax, daca x>1.
Sa se determine valorile parametrilor a, b€ R pentru care functia f este continua:
a) la stdnga in punctul x, =1; b) la dreapta in punctul x, =1.
4—alnx, x>1
1+ax, x<1,

13. Se considera functia f: (0,+o) >R, f(x)= { eR.

a) Sa se determine valorile reale ale parametrului a pentru care functia f este continua pe
(0, +o0).
b) Pentru a =3, si se rezolve ecuatia f(x)+2f(x’)=-3 pe intervalul [1, +oo).

BEEA| Proprietati ale functiilor continue

Definitie. O functie f: £ >R (E cR) se numeste:
a) marginita superior dacd imaginea sa f(E)={f(x)|xe E} este o multime

marginita superior, adica exista Me R, astfel incat f(x)< M, Vxe E.

b) marginita inferior dacad imaginea sa f (£) este o multime marginitd inferior,
adica exista m e R, astfel incat m < f(x), Vxe E.

c) marginita dacd imaginea sa f (£) este o multime marginita, adicd exista
m, Me R, astfel incat m < f(x) < M, VxeE.

Numerele M =sup f(x) si m= in£ f(x) se numesc respectiv marginea superioara
xeE xe

si marginea inferioard ale functiei f.
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2.1. Proprietati de marginire

In general, o functie continui nu este marginiti. De exemplu,
functia f: (0, +e0) = R, f(x)=x’, nueste marginitd superior, a) 7
fiind definitd pe un interval nemarginit (fig. 3.7 a)). Dar nici

2
superior, desi este definitd pe un interval marginit (fig. 3.7 b)).

functia continua g: [0, E)% R, g(x)=tgx, nueste marginita fx)=x"

Este adevarat urmatorul rezultat fundamental din care rezulta o x
ca este esentiala conditia ca multimea £ sa fie compacta. b) ¥

Teorema 4 (Weierstrass de marginire) Z

o . . - . A
Daca f:[a, b] >R este o functie continua, atunci: &
1) f este marginita;

2) f 1si atinge marginile, adica exista x,, x, € [a, b], astfel

incat f(x,)=m si f(x,)=M, unde m si M sunt respectiv Fig. 3

marginea inferioara si cea superioara ale functiei f-
m= inf f(x), M =sup f(x).

xela,b] xe[a,b]

Numerele m si M se numesc cea mai micd valoare si respectiv cea mai mare
valoare ale functiei f pe [a, D].
Exemple

1. Functia f: [0, 1] >R, f(x)=x+1, este
continua pe [0, 1].

N
\i
i
1
[V}
1
T

Evident, m=1= f(0) si M =2= f(1). £ i —
Astfel am verificat direct daca functia f i \
isi atinge marginile. 0 1! > 0 1‘ >
Restrictia functiei f la intervalul deschis b)
(0, 1) nu 1si atinge marginile pe acest interval )
Fig.3.8

(fig. 3.8 a)).

2.Fie f: [1, +) > R, f(x) :LZ_ Atunci f([1, +e0)) =(0, 1] si functia f nu isi atinge
X

marginea inferioard m =0 pe intervalul [1, +e0) (fig. 3.8 b)).
Observatii. 1. Daca f: [a, b)] >R este o functie crescatoare pe intervalul [a, b],
atunci m= f(a) si M = f(b), adicad marginile ei sunt atinse la capetele intervalului
[a, b]; daca functia f este descrescatoare pe intervalul [a, b], atunci m= f(b) si
M = f(a) (fara a mai fi nevoie de ipoteza de continuitate a functiei ).
2. Daca f: (a,b)—>R este o functie crescitoare pe (a, b), atunci m= lim0 f(x),
M= ligr_l0 f(x); daca f este o functie descrescatoare pe (a, b), atunci m = 1irbr_10 f(x),
M = lim f(x).

x—a+0

3. In general sunt posibile cazurile: m =inf f =—co, M =sup f =+oo.

xeE

xeE
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2.2. Proprietatea lui Darboux

Functiile continue definite pe un interval au proprietatea ca
nu pot trece de la o valoare la alta fara a trece prin toate valorile
intermediare. Altfel spus, daca o functie continud f ia doud valori
distincte, atunci f ia toate valorile cuprinse intre aceste doud
valori.

Definitie. Fie /un interval. Se spune ca o functie f: / >R
are proprietatea lui Darboux! pe intervalul / daca pentru
orice puncte o, B din I, a < f3, si orice numarA cuprins

intre f(a) si f(B), f(a)# f(B), exista cel putin un punct
¢, € (a, B), astfel incat f(c;)=A.

i

X

y

Geometric, aceasta inseamna ca orice valoare J(B)-

mintermediara” A intre f(c) si f(B) de pe axa Oy A

este valoare a functiei in cel putin un punct ,,inter- /
mediar” ¢ intre @ si B de pe axa Ox. In figura 3.9 :

aceasta se realizeaza in trei puncte: ¢,, ¢, §i c;. a0

Teorema 5 (teorema Bolzano—Cauchy despre anularea functiei). Fie functia
f: [a, b] >R continua pe [a, b] si la extremitatile acestui interval functia f ia
valori de semne opuse: f(a)- f(b) <0. Atunci exista cel putin un punct ce (a, b),
astfel incat f(c)=0.

Demonstratie

Pentru a fixa ideile, sa presupunem ca f(a)<0 si f(b)>0 (fig. 3.10). Divizdm

[a, b] in doua intervale de lungimi egale prin punctul a;—b‘ Daca f (“;b):o,

atunci teorema este demonstrata si se poate considera

YA
=4 ; b . Daca f ( a ;L b );t 0, atunci la capetele unuia ;
¢ & i,
dintre intervalele l:a, a ;b ] , [a ;: b , b] functia ia va- o E_/ b X
lori de semne opuse. Notand acest interval cu [a,, b,], '

obtinem f(a,)<0, f(b)>0. Fig.3.10

Divizam [a,, b,] in doua intervale de lungimi egale si omitem cazul in care functia f'se
anuleaza in mijlocul acestuia, fiindca atunci teorema este demonstrata.
Notdmcu [a,, b,] acea jumatate a intervalului [a,, b,] pentrucare f(a,)<O0, f(b,)>0.

! Jean Gaston Darboux (1842—1917) — matematician francez.
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Repetam injumatatirea intervalului si rationamentele anterioare. Dacd dupa un nu-
mar finit de pasi gasim un punct in care functia f se anuleaza, atunci teorema este demon-
strati. Fie nu gisim un astfel de punct la niciun pas. In acest caz obtinem un sir descrescitor
de intervale incluse [a,, b,]D[a,, b,]>...Da,, b,]>... care verifica relatiile:

£(a,)<0, f(b)>0 si b —a =2=9,

2n
Sirurile (a,),, si (b,),» sunt monotone si marginite

(deoarece a<a, <a,<..<a,<..,b=2b 2b,2..2b,2..) si lim(b, —a,)=0.

Aplicand teorema lui Weierstrass (modulul 1, secventa 3.1), obtinem ca
lima, =limb, =c, ce[a, b]. Trecand la limita in inegalitatile f(a,)<O0 sif(b,)>0 si
gni;gnd cc:;: de continuitatea functiei f* in punctul ¢, obtinem ca f(c)= lirg f(a,)<0
Si /(c)=lim f(5,)> 0. In concluzie, /(c)=0. P v

Teorema 5 poate fi reformulata astfel:

Teorema 5” (teorema Bolzano—Cauchy despre anularea functiei). Daca o
functie f este continud pe un interval / si ia valori de semne opuse in punctele
a,be I, atunci ecuatia f(x)=0 are cel putin o solutie in intervalul (a, b).

acest interval.

I Teorema 6. Orice functie continud pe un interval are proprietatea lui Darboux pe

2.3. Aplicatii ale proprietatilor functiilor continue la rezolvarea
unor ecuatii §i inecuatii
Conform teoremei 5, daca f: I >R este o functie continua pe [a, b]le [ si
f(a)- f(b)<0, atunci ecuatia f(x)=0 are cel putin o solutie ce€ (a, b). Daca, in plus,
functia f* este strict monotond pe [a, b], atunci solutia ¢ este unica pe [a, b].

Exemplu

Consideram functia f: R—>R, f(x)=e’ +3x. Si se demonstreze ci pe intervalul
[-1, 0] ecuatia f(x)=0 are exact o solutie.

Rezolvare:

Functia f este continua si strict crescatoare pe intervalul [—1, 0] ca suma de doud

functii crescatoare. In plus, f(=1)- £(0) =(i2—3)- 1<0. Prin urmare, exista un unic
e

ce (-1, 0), incat f(x)=0.

Dacia f: I - R (I cR)este o functie continud pe intervalul / si daca f nu se anuleaza
in niciun punct x€ / (adicé ecuatia f(x) =0 nu are solutii 1n /), atunci functia f are in
mod necesar un semn constant pe /, adica f(x) >0 sau f(x)<0 pe acest interval.
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Functii continue

Intr-adevir, in caz contrar ar exista puncte x,,x, din I, x, <x,, astfel incat
f(x,)- f(x,)<0, si atunci functia f* s-ar anula intr-un punct ce (x,, x,) care apartine
intervalului /, ceea ce este in contradictie cu ipoteza.

In general, a stabili semnul unei functii f pe un interval inseamni a rezolva inecuatia
de tipul f(x)>0 (sau f(x)<0) siaindica multimile pe care functia f ia valori pozitive
(sau negative).

Semnul unor functii elementare poate fi stabilit aplicand metoda intervalelor. Sa
presupunem ca x, <Xx, <...<Xx,... sunt toate zerourile unei functii continue f: 7 >R,
adicd f(x,)=0, keN" (ele pot fi un numar infinit). Atunci pe fiecare dintre intervalele
(x5 x,), (x5, X3), ..., (x,,,x,), ... functia f'are semn constant. Pentru a determina acest
semn, este suficient ca pe fiecare dintre aceste intervale sa alegem cate un punct si sa
determinam semnul functiei f in acest punct.

Exercitii rezolvate

% 1. Sa se arate cd orice functie polinomiald de grad impar are cel putin un zerou pe R.

Rezolvare:

Fie functia f/: R—>R, f(x)=ax"" +ax™+...+a,,,,, si presupunem ca a, > 0.
Deoarece Xlim f(x)=—co, rezulta cd existd x,, astfel incat f(x,)<0.

Cum XILIEO S (x)=+0o, rezulta ca exista x,, x, >x,, astfel incat f(x,)>0. Asadar,
functia f ‘se anuleazi intre punctele x, si x,, deci existd cel putin un punct ce (x,, x,),
astfel incat f(c)=0.

% 2. Sa se arate cd functia definitd prin f(x)=x" +7x° + 7 are un zerou unic pe [—1, 0].
Rezolvare:

Functia f este continua si strict crescatoare pe [—1,0] ca suma a doua functii strict
crescitoare (definite prin expresiile x° si 7x° +7) pe [=1, 0]. Cum f(=1)=-1, f(0)=1,
rezultd cd f(—1)- f(0)<0. Prin urmare, in intervalul [-1, 0] ecuatia f(x)=0 are o
solutie si aceasta este unica, deoarece functia datd este strict crescatoare.

< < . . .. 1
% 3. S3 se arate ca ecuatia Inx +x =0 are o solutie unicd x, € (z, 1].
Rezolvare:

1
Fie functia f: [é, 1] —R, f(x)=Inx+x. Functia f, fiind continua pe [;, 1], are
proprietatea lui Darboux pe acest interval si, cum f(é)zln;+—:—l+z<0 si

f(M)=Inl+1=1>0, rezultd ca existd x,€ (é, 1), astfel incat f(x,)=0. Solutia x,

este unica, deoarece functia g: (0, +0) >R, g(x)=Inx+x, este strict crescatoare,
ca suma a doud functii strict crescatoare.
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A 1

% 4. Sd se rezolve in R inecuatia (x> —9)Inx > 0.

Rezolvare:

Zerourile functiei f: (0, +0) >R, f(x)=(x’—9)Inx, sunt 1 si 3. Functia f, fiind
continua pe (0, +e0), are semn constant pe fiecare dintre intervalele (0, 1), (1, 3),
(3, +o0). Alegem ¢, =%e 0, 1), £&,=2€(1,3), £ =4€ (3, +) si obtinem:

f&)

Raspuns: S =(0,1)U(3, +=).

:(%—9)1n%>0, fE)=(4-92<0, f(&)=(16-9)In4>0.

Exercitii propuse |

Profilul real

Fie intervalul / =[a, b] si functia f: I — R. Care dintre urmatoarele cazuri pot avea loc?
a) f este continud, marginita si isi atinge marginile.

b) f este continua si nemarginita.

¢) f este discontinua si 1si atinge marginile.

d) f este discontinud, marginita si nu-si atinge marginile.

e) f este discontinud, f(a)- f(b)<0, Insd ecuatia f(x)=0 nu are solutii pe interva-
Iul [a, b].

f) f este continud, f(a)- f(b)>0 siecuatia f(x)=0 are solutii pe intervalul [a, b].

Sa se argumenteze raspunsul apeland la proprietatile functiilor continue sau prin exemple.

. Fie functia f: I — R continud pe intervalul /. Sd se demonstreze ca functiile

fiI—-R, f(x)= {Of(fi)a Cga(?( xj)[(gxgi 0 si f:I->R, f(x)= {Of,(?;wg ajfl( xj){(zng 0

sunt continue pe /. Sa se traseze graficele functiilor f, si f_, stiindcd /=R si:

a) f(x)=x; b) f(x)=sinx;
©) f(x)=1+x% d) f(x)=—¢".
. m Lucrati in perechi! Sa se demonstreze ca functia f: R > R:
-1, daca x<0 2, dacid x#0
R e S e

este discontinua si la dreapta, si la stdnga in punctul x =0.
Sa se traseze graficul functiei f.

. Sa se demonstreze ca functia f: R — R nu are proprietatea lui Darboux:
_Jx,daci x<0 T _
a) f(X)—{Hx’ s x> 0: b) (1) =[x]-x; ¢) /(x)=sgnx.

. Functia f: [-L 1]\ {0} >R, f(x)= %, este continua si are proprietateaca f(—1)- f(1)<0

si totusi ecuatia f(x) =0 nu are solutii. Cum se explica?



Functii continue

10

. Se considera functia f: [0, +o0) > R, f continud astfel incat lim f(x)=1. Sd se arate ca f
X—>too

este marginitd. Propozitia ar ramane adevarata daca intervalul [0, +o0) ar fi Tnlocuit cu

intervalul (0, +e0)? Sa se exemplifice raspunsul.

Investigati! Si se arate ca functia continua f: (0, 2) >R, f(x)=4x—x’, este mar-
ginita pe (0, 2), insd nu isi atinge marginile pe (0, 2), iar functia discontinud g: (0,2) > R,
g(x)=[x], isi atinge marginile pe acest interval. Sa se traseze graficele acestor functii.

. Sa serezolve in R inecuatia:

a) (|x|-3)(Inx+4)<0;
b) (x* +3x—-4)(2" -2)<0;
¢) (¥’ +2x” —4x+1)(Igx—10) > 0.

. Sa se studieze semnul functiei f/: R > R:

a) f(x)=x(x—a)(x—b)(x—c), unde a, b, ¢ sunt constante si 0<a<b<c;
b) f(x)=(x—D(x* +3x—4)(e"™ ~1).

. Séa se studieze semnul functiei:

a) [:R>R, f(x)=3e" —12;

b) f: (0,+=) >R, f(x)=6-3Inx;
o) f:R>R, f(x)=5-2°-25;

d) f1R>R, f(x)=2-3"=3-3"+1.

11. Sasearate cddaca f: (a,b) >R ((a,b) —interval finit sau infinit) este o functie continua
si existd lxl_r}l’ll f(x)=q, lglhl f(x)=p, unde a, Be R, atunci functia [ este marginita
pe (a, b).
12. Sa se construiasca o functie f: (a, b)) > R continua si nemarginita pe (a, b).
13. Fie functia f: [0,1]—>R:
x, daca 0<x<t x°, dacd 0<x<t
R x—l daca l<2x<1' A X dacd l<x<12
2’ 2 77 3’ 2 7T
a) Sa se arate ca functia f este discontinua in punctul x = %
b) Sa se traseze graficul functiei f.
c¢) Sa se arate ca functia f isi atinge marginile i cd multimea valorilor ei este un interval
inchis.
14. m Lucrati in perechi! Sa se dea exemplu de o functie f: (0, 1) >R continud pentru

care multimea valorilor ei este:
a) un interval inchis;

b) un interval deschis;

¢) un interval semideschis.
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| Asimptotele functiilor

Fie fo functie definitd pe multimea £, care este un interval sau o reuniune (finitd sau
infinitd) de intervale. Daca multimea £ este nemarginita sau functia f este nemarginita,
atunci graficul ei este o0 multime nemarginita de puncte din plan (in sensul ca nu exista
niciun dreptunghi care sa contina integral acest grafic). In acest caz, vom spune ci
graficul functiei f are ramuri nemdrginite.

Daca o ramura nemarginitd a graficului functiei f'se apropie oricat de mult de o dreap-
ta datd, se spune cd aceasta dreaptd este o asimptota a graficului (pentru graficul)
functiei f. Graficul unei functii poate avea asimptote orizontale, oblice, verticale.

3.1. Asimptote orizontale

Considerdm o functie f: £ — R, unde multimea E contine Y
un interval de forma (a, +e0) sau +eo este punct de acumulare
pentru E. In acest caz, graficul functiei f are o ramurd nemar- 0
ginitd. Fie / (/€ R) un numar si consideram dreapta de ecuatie y=/(x)
y=1[ (paraleld cu axa Ox). Pentru orice numar xe€ (a, +eo), P

notam prin P (prin Q) punctul de abscisd x situat pe dreaptade ) X X
ecuatie y =/ (respectiv pe graficul functiei f) (fig. 3.11). Fig.3.11

Definitie. Dreapta de ecuatie y =/ se numeste asimptota orizontala la 4o a
graficului functiei f (a functiei f) daca lungimea segmentului PQ =| f(x)—/| tinde
la zero cand x — +oo, adica lim | f(x)—/| =0.

X—>oo

Aceasta conditie este echivalenta cu faptul ca lim f(x)
exista si ca lim /(x) =I. o

O definitie similara poate fi formulata si pentru asimp-
tota orizontala la —eo a graficului functiei f* in cazul in
care multimea E contine un interval de forma (—eo, a)
sau —oo este punct de acumulare pentru £ (fig. 3.12).

Daci limita Xllrg f(x) (xlilg f(x)) nu exista sau este

infinitd, atunci graficul functiei /" nu are asimptota orizon- *
tald la +oo (respectiv la —eo).
Exercitiu rezolvat
% Sase determine asimptotele orizontale ale graficului functiei f: R — R:
) fW=r5 b fW=25 o fw=eT; &) [(x)=xsinx
Rezolvare:
a) lgglflz =1. Prin urmare, dreapta de ecuatie y =1 este asimptotd orizontald la

+oo §ila —oo a graficului functiei f.
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b) lim 2* =0. Deci, dreapta de ecuatic y =0 (axa Ox) este asimptotd orizontala la

X—>—o0

—oo a graficului functiei f. Deoarece lim 2% =+oo, rezulta ca graficul functiei f/ nu are

X—>+o0

asimptota orizontald la +oco.

: Xz - ~ . . . .
¢) Cum lime"* =+oo, rezulta cd graficul functiei f nu are asimptote orizontale.

x—>e0

d) Graficul functiei f nu are asimptote orizontale nici la —ee, nici la +eo, deoarece nu
existd limitele lim xsinx, lim xsinx.

X—>—c0 X—>+oo

3.2. Asimptote oblice

Fie functia f: £ — R, unde multimea £ contine un in-
terval de forma (a, +o0) (sau +oo este punct de acumulare
pentru £), si dreapta de ecuatie y =mx+n, m #0. Pentru
orice x€ (a, +e°) notdm prin P (prin Q) punctul de absci-
sa x situat pe dreapta de ecuatie y =mx+n, m#0 (res-
pectiv pe graficul functiei 1) (fig. 3.13). Fig.3.13

Definitie. Dreapta de ecuatie y=mx+n, m#0, se numeste asimptota oblica
la + a graficului functiei f (a functiei f) daca lungimea segmentului
PQ=| f(x)—(mx+n)| tinde la zero cand x —+eo, adica lim(f(x)—(mx+n))=0.

Teorema 6. Dreapta de ecuatie y =mx +n, m # 0, este asimptota oblica la +oo

a graficului functiei f: £ —-R dacd si numai dacd m= lim ——= S ( ) (m#0) si

n=lim (f(x)~mx). o

Fie multimea £ contine un interval de forma (—eo, @) sau —eo este punct de acumulare
pentru E. in mod similar se defineste notiunea asimptotd oblicd la —eo a graficului
functiei f si se formuleaza teorema 6 pentru astfel de asimptote.

Exercitiu rezolvat

% Sa se determine asimptota oblica a graficului functiei:

B SRV SR, fm=2 1L
. p— xz .
b) /iR >R, /()=

¢c) 1 R->R, f(x)=sinx.

Rezolvare:
2
a) m—llmf( )—11 X+l =1lsin= hm(f(x) mx)—hm +1—x =
o o= x(x +1) x+1

2
xHl=x-x_ Asadar, dreapta de ecuatie y =x—1 este asimptotd oblicd la

+oo §ila —oo a graficului functiei f.
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fx) . X . . N
b) m = lim == fim gy =1 s n= fim (/=0 = lim| -

¥’ —x"+x

ot x—1
+oo a graficului functiei . In mod similar, dacd x — —co, obtinem ca dreapta de ecuatie
y=—x—1 este asimptotd oblica la —e a graficului functiei f.

=1. Prin urmare, dreapta de ecuatie y =x+1 este asimptota oblica la

c¢) Graficul functiei f nu are asimptote oblice nici la 4oo, nici la —oo, deoarece

. sinx . T L
lim =0, insa nu exista limitele limsinx si lim sinx.

X—o0 X X—>+oo X—>—o00

3.3. Asimptote verticale

Exemple

1. Consideram functia f: (0, +o) >R, f(x) =é
(fig. 3.14). Observam ca XILIEO f(x)=0 si, prin urmare,

dreapta de ecuatie y =0 este asimptota orizontala pentru
graficul functiei f. Din lectura graficului functiei f rezulta

ca daca x tinde la zero, punctul M| x, 1 , x>0, al gra-
X

0

ficului, de abscisa x, se apropie de axa Oy. In acest caz
spunem ca graficul functiei f are asimptota verticalda Fig.3.14
axa Oy, adica dreapta de ecuatie x =0.

YA
1

x(1—x)

= i lim () =+

2. Fie functia 1 (0,1) >R, f(x)= (fig. 3.15).

Avem 1{1_1)101f(x) = lxlix(} Ti—x

Dreptele de ecuatii x =0 si x =1 sunt asimptote verti-

cale ale graficului functiei f.

Vom formula riguros termenul asimptota verticala. o 1 1 X

2
Fig.3.15

Fie functia /2 E — R si @ un punct de acumulare pentru

multimea E.

Definitii. « Daca limita la stanga 1irn0 f(x) este +oo sau —oo, se spune ca dreap-
x—a-

ta de ecuatie x =a este asimptota verticald la stAnga pentru graficul functiei f

(pentru functia f).

* Dacd limita la dreapta lim f'(x) este +oo sau —oo, se spune cd dreapta de ecua-

x—a+0

tie x =a este asimptota verticali la dreapta pentru graficul functiei f.

* Dreapta de ecuatie x =a este asimptota verticald pentru graficul functiei f
daca ea este asimptota verticala la stdnga, la dreapta sau de ambele parti.
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Functii continue

Daca dreapta de ecuatie x =a este y
asimptota verticald la stdnga pentru
graficul functiei f, atunci lungimea
segmentului PQ tinde la zero cand
x —a-0, iar ordonata punctului Q
tinde la —e (fig. 3.16 a)) sau la +oo
(fig. 3.16 b)).

O interpretare geometrica similara
se obtine si pentru asimptota verticalda
la dreapta pentru graficul functiei f.
(Tlustrati!)

b)
Fig.3.16

Observatie. Din definitie conchidem ca asimptotele verticale ale graficului unei functii
f+ E—R se vor cauta printre dreptele de ecuatii x =x,, unde x, sunt punctele de
discontinuitate de speta a doua si/sau punctele de acumulare finite pentru multimea £
care nu apartin lui £.

In particular, daca E = (a, b) si functia f este continua pe (a, b), atunci dreapta de
ecuatie x =a (x=»,) este asimptota verticald la graficul functiei ' daca si numai daca
lim f(x) =oco (respectiv lin]} f(x)=00).

Exercitiu rezolvat

% Sa se determine asimptotele verticale ale graficului functiei:
1
a) fi(=LD)—=>R, f(x)=—F5—;

x* -1

Rezolvare:
a) Cum functia f este continud pe (-1, 1), eventualele asimptote verticale pentru
graficul functiei f sunt dreptele de ecuatii x=1 si x=-1.

Calculam: / (1) = xlirlr_lo i —oo, [, (=])= XEInHO e

= —oo0,
Prin urmare, dreptele de ecuatii x =1 §i x =—1 sunt asimptote verticale ale graficului
functiei f.

b) Am stabilit (modulul 2) ¢ /. (%): lim tgx =-+oo si zd(—l): lim tgx=—co.

x—>5—0 2 x—)—%JrO

Deci, dreptele de ecuatii x:% si x:—% sunt asimptote verticale pentru graficul
functiei f.




Modulul 3

Exercitii propuse |

Profilul real
A, 1. S se determine asimptotele (orizontale, oblice, verticale) ale graficului functiei
f:(0,40) > R:
a) b) y ) y
51l
2 e /7
G, f
1 1
| o X 0] X o X
2. Sase scrie o functie al carei grafic are asimptote verticale dreptele de ecuatie x, =k, k€ Z.
B, 3. (BAC, 2007). Completati caseta astfel incat propozitia obtinuta s fie adevarata.
2
,.Ecuatia asimptotei orizontale la +oo a graficului functiei f/: R >R, f(x)= 7—29x7+8x’
3x"+2x+5

. Fie f:R\{c} >R, f(x)=

2
ax” +bx+3 - . .
————=a,b,ceR. Sa se determine valorile reale ale

parametrilor a, b, c, astfel incat dreptele de ecuatie x=2 si y =3x+1 sa fie asimptote ale

graficului functiei f.
5. Sé se determine valorile reale a si b pentru care dreptele x=1 §i x=2 sunt asimptote
: . . ‘+x+2
verticale ale graficului functiei f: D >R, DCR, f(x)=—"5" "=
2x"+ax+b
C, 6. Si se determine asimptotele graficului functiei f: D —R, D fiind domeniul maxim de
definitie:
1 1
VIO T b) f(0) =¥ - 1; O fn=c'.
x2—
7. Sa se determine asimptotele (orizontale, oblice, verticale) ale graficului functiei:

a) f2 (0, +e0) >R, f(X)=\/g;
x3
X' —4

0) f: (0, +e) >R, f(x)= %1

b) f:(-2,2)>R, f(x)=

b

3

d) f:RSR, ()=~



Functii continue

Exercitii si probleme recapitulative |

Profilul real

A, 1. S se demonstreze cd functia f: R — R se anuleazi cel putin o datd pe multimea indicat:
a) f(x)=—x' +2x+1 pe R;
b) f(x) =th+cosx—% pe I:[o, %]
¢) f(x)=In(1+x)+x 1 pe I=[0, 1].

2. Sa se afle punctele de discontinuitate si tipul lor pentru functia f: R > R:

< 1 <
< L
2) £(x)= 2x_+3, davca x_'l b) f(x)=13_1’ daca x#1
x—1, daca x>1; 1. daci x=1:
e*z, daca x<0
O f(x)=lim ot d) f(0= :
P lim(1+rzl)c)’ daca x>0.

ae’, daca x<0

B, 3. Fie functia f: R—>R, f(x)=1/x+1-+/b
x

, daca x>0.

Sa se determine a, be R, >0, stiind ca f este continua pe R.
4. Sa se precizeze daca este marginita functia f: [0, +o0) > R:

a) f(x)= 2)6;-:_51 ; b) f(x)=sinx’; c) f(x)=x+sinx; d) f(x)= % —arctgx.

5. Fie functiile f, g: R—>R continuesi f(x)=g(x), Vxe Q
Sa se demonstreze ca f(x)=g(x), Vxe R.

6. m Lucratiin perechi! Sa se determine valorile parametrului o, o€ R, astfel incat func-

[ 2 2 = )
tia f1R—>R, f(x)={V¥ ZO“JC“ s dacd x21 g5 fie continud in punctul x, =1.
ox+3, daca x<1,

C, 7. Functia f: R\{l} >R, f(x)= ﬁ, are proprietatea ca f(—2)- f(2) <0 si totusi ecuatia

f(x)=0 nu are solutii. Cum se explica?

8. Sé se arate cd ecuatia f(x) =0 are solutii pe intervalul indicat pentru functia:
a) f(x)=—x"+8x+30, R; b) f(x)=x*—3x+1 [0,1]; ¢) f(x)=(x—2)sinzx, B %]

9. Saserezolve in R inecuatia:
a) x' —-9x* >0; b) (x* =16)Inx<0; ¢) (|x|-1)(Inx+2)>0.

10. Se consideri ecuatia x* +x* +mx—1=0, me R. Si se arate ci pentru orice me R ecuatia

are o solutie n intervalul [—-1, 1].
11. % Investigati! Sa se determi?e valoarea parametrului a, a€ R, pentru care graficul

functiei f: D >R, f(x)= % , D fiind domeniul maxim de definitie al functiei f,
X +x+a

admite o singura asimptota verticala.
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12. Sase verifice daca graficul functiei admite asimptote si sa se completeze spatiile punctate.

1. Fie functia f: [a,b]— R continud. Determinati valoarea de adevar a propozitiei:

a) f:R—R, f(x)=sinx. Deoarece lim f(x)=limsinx=sinx,, Vx,e R, si 7 lim f(x)

xX—xq X—Xx0
si Alim f(x), rezulta ca graficul functiei f ..., dar este posibil ca graficul functiei f sd
X—>too .
e N . x) .. . . o
admita asimptota oblica. Cum m = llm& =1im32X = ¢ si n=lim( f(x) —mx) =limsinx
xoe x X0y X0 X—o0
nu exista, rezulta ca graficul functiei f ...
b) f1R—>R, f(x)=e". Deoarece lim f(x)=1lime " =e™", Vx, € R, rezultd ca dreapta
X—X( X—Xq
de ecuatie x =x, ...Cum lim f(x)= lim e™" = +eo, rezultd ca graficul functiei / ... Deoarece
lim f(x)=lim e =0, rezulta ca dreapta de ecuatic x =0 este ...
X—>+oo X—>+oo

. _JInx, daca x>0 . L . _
¢c) 1R->R, f(x)—{L dacd x<0. Deoarece Alggf(x)—l, iar '}Lrgf(x)— ,

rezultd ca dreapta de ecuatie x =0 este... Cum lim f(x) =+oo, rezultd cala +e graficul
X—>+oo
functiei f...

Test sumativ Timp efectiv de lucry:
45 de minyte

Profilul real

,Functia este marginitd, insa nu-si atinge marginile”. A/F ©)

2. Fiefunctia /R —>R, f(x)=4l, dacd x=0 a,b,ceR.

1) Determinati valorile reale ale parametrilor , b, ¢, d astfel incat:

3. Aratati ca ecuatia Inx+2x =0 are o solutie x, in intervalul (1, 1).

4. Rezolvatiin R inecuatia:
a) x* —4x* <0;
b) (x* —4)Inx>0.

5. Determinati asimptotele graficului functiei f: (=1, +) >R, f(x)= ’%
X+

a) functia f sd fie continua la stanga in punctul x =0;
b) functia f sa fie continua la dreapta in punctul x =0;
¢) functia f sa fie continud in punctul x =0.
2) In cazurile a) si b) si se calculeze saltul functiei f in punctul x = 0.

ax+b, daca x<0

c-cosx+d, daca x>0,

® ®® ®®

e

®@ ®®

Baremul de notare

Nota

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

Nr. puncte | 36-35 | 34-31 | 30-27 | 26-22 | 21-17 | 16-11 | 10-7 | 64 3-2 1-0
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b Funclii derivabile

Objective

=2 -utilizarea 1n diverse contexte, inclusiv In comunicare, a terminologiei aferente notiunilor
derivata functiei si diferentiala functiei;

=2 *aplicarea definitiei derivatei la calculul derivatelor unor functii elementare; utilizarea in diferite

contexte a formulelor obtinute;

*aplicarea regulilor de derivare si a formulelor derivatelor la rezolvarea problemelor;

048

calculul diferentialelor unor functii elementare si utilizarea formulelor respective in multiple
contexte;
*utilizarea proprietatilor functiilor derivabile la rezolvarea problemelor;

038

*conceperea metodelor calculului diferential ca metode noi de rezolvare a unor probleme
teoretice si practice, de identificare si explicare a unor procese si fenomene utilizand derivata
functiei, functiile derivabile si diferentiala functiei.

Probleme diverse de matematica (studiul variatiei functiei si
trasarea graficului ei, probleme de maxim si minim etc.), de fizica
(viteza si acceleratia unui mobil, intensitatea curentului electric,
densitatea liniard de masa a unei bare metalice etc.), de economie
(costurile si beneficiile), probleme de calcul aproximativ, precum
si altele, in care prezinta interes rata vreunei

schimbatri, se rezolva prin aplicarea directa
I. Newton a notiunii derivata functiei, care este unul

dintre conceptele fundamentale ale analizei
matematice. Istoria atribuie in egald masurd acest concept
savantilor I. Newton' si G. W. Leibniz2.

Studiul functiilor cu ajutorul derivatelor poartd denumirea de
calcul diferential. Obiectul calculului diferential 1l constituie
functiile, iar derivata unei functii reprezintd masura in care functia
reactioneaza la schimbarea argumentului.

! Tsaac Newton (1642—-1727) — fizician, matematician si astronom englez.
2 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) — filozof si matematician german.
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Functii derivabile

Notiunea de derivata

Notiunea derivata functiei este bazatd pe notiunile cresterea argumentului si
cresterea functiei.

1.1. Cresterea argumentului si cresterea functiei

Fie functia f: I — R, unde intervalul deschis / R, x,€ / six un punct arbitrar
dintr-o vecindtate oarecare a punctului x,.

I Definitie. Diferenta x —x, se numeste cresterea argumentului x in punctul x,.

Se noteaza: x —x, = Ax.

corespunzatoare cresterii argumentului cu Ax.

I Definitie. Diferenta f(x)— f(x,) se numeste cresterea functiei f in punctul x,

Se noteazd: f(x)— f(x,)=Af(x,).
Din x—x, = Ax rezultd cd x=x, +Ax.
Atunci £(x) = £ () = f(xy + Ax) = £ (x) = Af (x,).
Exercitiu rezolvat
% Fie f/: R—>R, f(x)=2x. Sd se calculeze Ax si Af, dacd x, =1 si:
a) x=15; b) x=0,9.
Rezolvare:
a) Ax=x-x,=1,5-1=0,5;
Af (xg) = f(xy +Ax) = f(x)) = f5) - f)=2-15-2-1=1;
b) Ax=x-x,=09-1=-0,1;
Af (x))=f(x)— f(x,)=2-09-2-1=-0,2. y

. A . . ~ X, +Ax
Observatie. Atat cresterile argumentului, cat S sy

si cresterile functiei pot fi pozitive, negative

Af

sau nule. Y )
. . . S(x)

Interpretarea geometrica a cresterilor Ax si ~—

Af (x,) este reprezentatd in figura 4.1.

Fig. 4.1

1.2. Probleme care au condus la notiunea de derivata

Doua probleme clasice, una de geometrie (despre tangenta la o curba plana) si alta de
fizica (despre viteza instantanee a unui mobil), au condus la notiunea de derivata. Aceste
probleme au fost cercetate si rezolvate de G. W. Leibniz si respectiv de 1. Newton.
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Modulul 4

1.2.1. Tangenta la graficul unei functii (la o curba plana)

Fie [ un interval deschis si f: I — R functie continua.

Observatie. Functia este continud pe un interval daca graficul acesteia poate fi trasat
pe acest interval fara a ridica creionul de pe hartie.

Graficul G, ={(x,f (x))|xe I} al functiei f este o curba de ecuatie y= f(x)
(fig. 4.2). Fie x, € I, punctele A(x,, f(x,))€ G,, B(x,+Ax, f(x,+Ax))e G, si dreap-
ta AB — o secantd (fatd de graficul G,) ce formeazd cu axa Ox unghiul . Cand pe
curba G, punctul B se apropie de punctul 4, adicd atunci cand Ax — 0, secanta 4B

ocupa pozitii diferite (4B,, AB,, ..., AT). y

Spunem ca dreapta AT este tangenta
la graficul functiei f 1in punctul S
A(x,, f(x,)) daca aceastd dreapta co-
incide cu pozitia limita (in cazul in care o A (x,)
astfel de pozitie existd) a secantei 4B

cand Ax — 0 (fig. 4.2). f(x,)

Tangenta la graficul functiei f in punctul @]
dat A(x,, f(x,)) poate fi determinatd daca
este cunoscutd panta ei.

Reamintim!
Panta m (sau coeficientul unghiular m) a dreptei de ecuatie y=mx+b este
egald cu tangenta unghiului pe care 1l formeaza aceasta dreapta cu directia pozitiva
a axei Okx.

Cum m(£C)=90° (fig. 4.2), din AACB obtinem coeficientul unghiular m(Ax) al
secantei AB:

m(m)ztgﬂ(m)zi_g:f(x0+Ag2_f(XO)=AfA(j:O)‘ (1)

Trecerea la limita in formula (1), cand Ax — 0, conduce la studiul limitei:
SO +A%) = f(x)
Ax
Valoarea finita a acestei limite (daca limita existd) este coeficientul unghiular al dreptei
tangente la graficul functiei f in punctul (x,, f(x,)). Deci,

amym(An) = lim tgf(Ax) = [y

lim @B (a0 = lim LT AL C) _ o

Asadar, problema existentei tangentei la graficul functiei f intr-un punct dat
A(x,, f(x,)) este in corelatie cu problema existentei limitei (2).
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1.2.2. Viteza instantanee a unui mobil

Fie un mobil se misca in sensul pozitiv pe o axa /
conform legii s = s(¢), unde s(¢) este abscisa punctu-
lui in care se afla mobilul in momentul ¢. Altfel spus,
abscisa este distanta parcursa (spatiul parcurs) de
mobil in timpul 7 (fig. 4.3).

Daca miscarea mobilului este uniforma, atunci pentru orice momente ¢,, ¢, (¢, #¢,)

. S(g)—s(¢ . < . . .
valoarea raportului ) =s,) este constanta si este egald cu viteza mobilului.

1 0
Daca insda miscarea mobilului nu este uniforma, viteza lui nu este constanta. Sa
considerdm un moment #, de referinta. Pentru intervalul de timp [7,, ¢] raportul dintre

—S(tz _ j(t") (3), se numeste viteza medie a mobilului.
%

s(y) s(?)
Fig. 4.3

distanta parcursa si timpul scurs,

Miscéri uniforme practic nu exista, dar pe intervale de timp din ce in ce mai mici,
migcarea mobilului tinde sd devind uniforma. in aceste conditii, pentru t —¢,, t #¢,,
viteza medie respectiva tinde la un numar, care in fizica se numeste viteza instantanee a
mobilului in momentul t,.

Asadar, definim viteza instantanee v(#,) a mobilului in momentul ¢, ca fiind limita
(daca aceasta existd) la care tinde raportul (3) cand ¢ —¢,, adica

s —s(ty) . As
v(t")_}gr? t—t, _Ei%m‘

4)

In mod similar, daca v(¢) este viteza instantanee a mobilului in orice moment 7, atunci
acceleratia instantanee a(t,) a mobilului in momentul t, se defineste ca fiind limita

§ . : V() —v(t,) . .
(daca aceasta existd) la care tinde raportul ——7z cand t —1t,, adica
0
o () =v(ty) o Ay
alty) =lim———====lim 7" (5)

0

Exemplele prezentate demonstreazd importanta studierii limitei raportului dintre
cresterea functiei §i cresterea argumentului cand cresterea argumentului tinde la zero,

deci a limitei
A0 Ax ’

1.3. Notiunea de derivata a unei functii intr-un punct

Definitie. Fie intervalul deschis / c R, x,€ I si functia f: I —R. Se spune ca

f(xo +Ax)_f(x0)
Ax .

functia /" are derivata in punctul x, daca exista limita Ll[rr%)
5

Aceasta limita se numeste derivata functiei f in punctul x, si se noteaza f’(x,).
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Daca, in plus, limita este finita, functia f se numeste derivabila in punctul x,.

f/(xo)zgg}) f(xo +§sz_f(xo) sau f’(xo): lim f(x):f(xo). (7)

X—X( X 0

Notatia f’(x,) se citeste: ef prim in punctul x,.

Observatii. 1. In cazul in care limita (7) este infinitd sau nu exista, functia f nu este
derivabila in punctul x,.

2. In studiul derivabilititii unei functii intr-un punct intervin doar valorile functiei
respective intr-o vecinatate a acestui punct. Din aceste motive se mai spune ca deriva-
bilitatea functiei, similar cu limita si *continuitatea functiei, este o proprietate locald
a acesteia.

3. In continuare vom studia derivata functiei pe un interval deschis / (daci nu se specifici
altceva).

Atentie! 1. Revenind la exemplele din fizica (formulele (4) si (5)), deducem:

a) v(t,)=s'(t,) —viteza instantanee a unui mobil in momentul #, este valoarea derivatei
distantei (spatiului) in 7,;

b) a(t,)=V(z,) — acceleratia instantanee a unui mobil in momentul ¢, este valoarea
derivatei vitezei in ¢,.
2. Formulele v(¢) =s"(¢) si a(t)=v'(¢) exprima sensul fizic (mecanic) al derivatei:

derivata distantei s in raport cu timpul t este viteza v a miscarii unui mobil, iar

derivata vitezei v in raport cu timpul t este acceleratia a a aceluiasi mobil.

Definitii. « Se spune ca functia f: I >R (/ cR) este derivabilid pe multi-
mea M (M < I) daca ea este derivabila in orice punct din M.

« In acest caz, functia f* M — R, care asociaza fiecarui punct xe M numirul
real f’(x), se numeste derivata functiei f pe multimea M.

* Operatia prin care din f se obtine f’ se numeste derivare.

II Observatie. Derivata functiei f se noteaza: %, %, %( ), v, f',unde y= f(x).

Exercitiu rezolvat
%, Sa se arate ca functia f: R — R este derivabild pe R si sd se calculeze derivata ei,
daca:

a) f(x)=2x;  b) f(x)=x"

Rezolvare:

a) Functia f* definitd prin formula f(x)=2x este derivabild in orice punct din R,
deoarece limita lim S+ A0 = %) lim 20x, + ixx) —2%

Ar—0 Ax Ar—0

=2 existd pentru orice

x, € R. Deci, f’(x)=(2x) =2 pentru orice xe R.
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b) Functia f definitd prin formula f(x)=x" este derivabili in orice punct din R,
fOutA)=f() | (ot A —xp o 2xAv+ (A

deoarece limita lim % = lim
Av—0 Ax Av—0 Ax Ax—0 Ax

= EI%(ZxO + Ax) =2x, existd pentru orice x, € R. Deci, (x*)'=2x pentru orice xe R.

Din definitia derivatei rezulta urmatorul algoritm de calcul al derivatei unei functii
f+ I >R intr-un punct si pe o multime:
@ Seiao crestere arbitrarda Ax a argumentului x in punctul x,, astfel incat x, + Axe [.
@ Se determina cresterea functiei f in punctul x,: Af = f(x, + Ax)— f(x,).
Af — f(xo +Ax)_f(xo)'

@ Se alcatuieste raportul Ay A

= f(x)).

® Se trage concluzia referitoare la derivabilitatea functiei f* in punctul x,.
® Se studiaza derivabilitatea functiei f pe intervalul /.

@ Se calculeaza limita acestui raport: iln%
X —>

S(x, +A) = f(x)
Ax

Definitie. Fie functia f: I — R. Multimea punctelor in care functia f este deri-
vabila se numeste domeniul de derivabilitate al functiei f.

Se noteazd: D,.. Evident, D rcl
Observatie. In continuare, in cazul in care nu este indicat domeniul de definitie al
functiei f, se va considera ca aceasta functie este definita pe domeniul ei maxim de
definitie.

1.4. Derivabilitate si continuitate

O conditie necesara de existenta a derivatei unei functii intr-un punct este formulata in

Teorema 1. Daca o functie este derivabila intr-un punct, atunci ea este continua in
acest punct.

Demonstratie
Fie f: D—R si x, € D un punct in care functia f este derivabila, adica exista si este

S (g + Ax) = (%)
Ax

rezultd ¢ lim{ /(x, +Av) - £ (x,)] = lim S +AA’2_f (%), lim Ax = /"(x,)-0=0.

Deci, fim( (3, +A%) = f(x,)] =0, adica lim f(x)= /(x,),

de unde rezulta ca functia f este continua in x,. P

finitd limita (6). Din relatia f(x, + Ax)— f(x,) = -Ax, Ax#0, xe D,

Reciproca acestei teoreme este falsd. De exemplu, functia
[ R—>R, f(x)=|x|, este continua in punctul x, =0, dar
nu este derivabild in acest punct (fig. 4.4). Fig.4.4
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Pentru a demonstra aceasta propozitie, vom calcula limita raportului S)=7(0) ) f © _Ix]
X
in punctul x, =0. Calculdm limitele laterale ale functiei f in x,: lin(}m = ling_—x =-1,
x> X x— X
x<0 x<0
11m|x| =lim=1.
x—=0 X x—=0 X
x>0 x>0
Cum 1in01| |;r&hm| *| , rezulta ca limita raportului “~—————— S=/ O ) f( ) 4 inpunctul x, =0 nu
x— X x—0
x<0 x>0

exista. Deci, functia f, continud in x, =0, nu este derivabild in acest punct.

1.5. Derivate laterale

In anumite situatii vom studia limitele laterale ale raportului

)= 1)
X

- X,

Definitie. Fie f: I/ - R (/ —interval deschis) si x, € /. Limita lim PACINACH)] ()2_)/: ()
X‘)XO —_ 0

x<xq

(daca aceasta existd), finita sau infinitd, se numeste derivata la stanga a func-

tiei f in punctul x, si se noteazd f/(x,).

Retineti: f/(x,)= ILmM ®)

x<Xxq 0

Definitie. Fie f: / - R (/—interval deschis) si x, € /. Limita lim PACINACH)] ()2_){ ()
X=X - X,

x>xq

(daca aceasta existd), finitd sau infinitd, se numeste derivata la dreapta a func-

tiei f in punctul x, si se noteaza f/(x,).

Retineti: f(x,)=lim M
X—=>X( x —_ xo

X>xq

©)

Definitie. Functia f: I >R se numeste derivabilid la stAnga (respectiv
derivabila la dreapta) in punctul x, e / dacd limita (8) (respectiv limita (9))
exista si este finita.

Astfel, revenind la exemplul precedent, conchidem cé functia /: R >R, f(x)=]|x|,
este derivabila la stanga si la dreapta in punctul x, =0: f/(0)=-1, f/(0)=1.

Reamintim ca unul dintre criteriile de existenta a limitei unei functii intr-un punct consta
in egalitatea limitelor ei laterale 1n acest punct. Un criteriu similar exista si pentru studiul

derivabilitatii unei functii Intr-un punct.
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Teorema 2. Fie 1 cR, x,e I. Functia f: I >R este derivabila in punctul x,
dacd si numai daca ea este derivabila la stdnga si la dreapta in x, si fi(x) = f1(x,)
In acest caz, f/(x,)= 1 (x,)=f"(x,).

Demonstratia teoremei 2 rezultd direct din teorema 2, modulul 2, secventa 1.3.

Observatie. Fie functia f: [a,b]— R. In punctele a si b putem vorbi doar despre
derivata la dreapta, respectiv la stinga, in aceste puncte. Nu are sens problema derivatei
la stanga in « si nici a derivatei la dreapta in b.

Exemple

1. Pentru functia f(x)=|x| avem f/(0)=-1 si f;(0)=1. Cum f/(0)# £,(0),
rezulta ca functia / nu este derivabild in punctul x, =0.

2.Functia /: R—>R, f(x)= m , nu este derivabild in punctul x, =1, deoarece
derivatele ei laterale exista, dar sunt infinite. (Verificati!)

x, daca 0<x<l1

0, daca x=1. Exista fd (0) =1, 1nsa nu

3. Fie functia f:[0,1] >R, f(x) ={

existd f/(1), deoarece f nu este nici continud in x=1.

Exercitii propuse |

Profilul real
A, 1. Sa se calculeze, in punctul x, = %, cresterea argumentului si cresterea functiei /2 R >R,
f(x)=x*, daca: a) x=2; b) x=0,7; ) x=—/3; d) x=—4,.
2. Sa se calculeze derivata functiei:
a) /' R>R, f(x)z—%; b) £ R>R, f(x)=3x—1:
o) f: R>R, f(x)=3x"; d) /'R SR, f(x)z%.

3. Si se calculeze, aplicand definitia derivatei, f’(-1), f7(0), f ’(;), £7(10), daca:

a) TR—>R, f(x)=0,5x; b) " R—>R, f(x)=-2x+3.
4. m Lucrati in perechi! Sa se traseze dreptele ce trec prin punctul (1, 3) si au panta:
a)—1si +/3: b) 1 si —y3: ) 0si L.
NE]

In fiecare caz, sa se determine ce tip de unghi formeaza aceste drepte cu directia pozitiva a
axei absciselor.

B, 5. Sa se studieze derivabilitatea functiei f: D —R:
a) f(x)=|x=2], in x,=2; b) f(x)=]x"=4], in x,=-2, x, =2
c) f(x)=+x-=1,1n x, =1.
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6. Sa se calculeze derivatele laterale ale functiei f: D — R 1in punctele x, si x;:
a) f(x)=x+|x|, x, =0, x,=-2; b) £ =x-1, x, =1, x=I;

©) f(x)=+2x-1, x,=05, x,=1; d) f(x)=1-x, x,=-1, x, =0,

7. % Investigati! Sa se studieze, in punctul x, =0, continuitatea si derivabilitatea functiei

fiD->R: a) f(x)=|sinx|; b) f(x)=]|cosx|;
2 x*, dacd x<0
= , d = ’
©) /(%) |x+1] A {2x2+x, dacd x>0.
C, 8. Siseafle:
. . x" sinl x#0 S
a) me N, astfel incat functia /: R—>R, f(x)= x’ sa fie derivabild in x, =0;
0, x=0,

x" cosl, x#0
X

0, x=0,

9. Saseafle m, ne R, astfel incat functia f: (0, +e0) >R, f(x) :{

fie derivabila 1n orice punct x e (0, +oo).

b) ne N, astfel incét functia f: R—R, f(x)= { sd fie derivabilain x, = 0.

2Inx, dacd O0<x<e o
mx+n, daca x>e,

10. Sa se afle valorile parametrilor reali a, b i c, astfel incat functia /: R >R,

f(X)={

e’, daca x<0

B . sa fie derivabila in punctul x, =0.
ax” +bx+c, daca x>0

ml Interpretarea geometrica a derivatei

Y
Fie f: I >R (I cR) o functie derivabila in
punctul x, € / si G, graficul ei (fig. 4.5). L
Prezentam, fard demonstratie, doua teoreme.
Af
Teorema 3. Daca functia f este derivabild
in punctul x,, atunci la graficul ei in punctul IC| ——— 4 . |
(x,, f(x,)) poate fi trasatd o tangenta never- /T(; ,:/ B :
ticald, avand panta egald cu f”(x,). 9] 5 mtAr X
Fig.4.5

Teorema 4. Daca la graficul functiei f in punctul (x,, f(x,)) poate fi trasatd o
tangentd neverticald, atunci functia f este derivabild In punctul x, si panta m a aces-
tei tangente este egald cu valoarea derivatei functiei f in punctul x, (m = f'(x,)).

Sensul geometric al derivatei unei functii f* derivabile intr-un punct x, rezultd din
teoremele 3 si 4: existenfa derivatei finite a functiei f in punctul x, este echivalenta
cu existenta tangentei neverticale la graficul functiei f in punctul (x,, f(x,)),
astfel incdt panta acestei tangente este egala cu f'(x,).

100




Functii derivabile

Retineti: Tangenta la graficul functiei f derivabile in punctul x, este dreapta ce
trece prin punctul (x,, f(x,)), a carei pantd m este egald cu f’(x,),
adicd m= f’(x,) =tga.

Sa determindm ecuatia tangentei in punctul (x,, f(x,)) al graficului functiei f derivabile
inx,. Stiind cd ecuatia dreptei care are coeficientul unghiular f"(x,) este y = f"(x,) - x+b,
sd determinam coeficientul . Cum tangenta trece prin punctul (x,, f(x,)), obtinem ca
f(x)=f"(x,)-x,+b, de unde b= f(x,)— f'(x,) x,. Astfel, tangenta in punctul
(x,, f(x,)) al graficului functiei f* derivabile in punctul x, este dreapta de ecuatie

y:f(xo)+f,(x0)(x_xo) . ()

Exercitii rezolvate
% 1. Sé se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f/* R—R, f(x)=x", in punctul de
abscisd x, =2.

Rezolvare:

f(x)=(x*)=2x. Atunci f'(x,)=2-2=4, iar f(x,)=2"=4. Substituind in (*),
obtinem y=4+4-(x—2) &< y=4x—4, care este ecuatia ceruta a tangentei.

Observatie. Dacd f'(x,)=c0 (f'(x,) =+ sau f’(x,)=-c), atunci dreapta
tangenta In punctul (x,, f(x,)) al graficului G, al functiei /" continue in punctul x,
este paraleld cu axa Oy, adicd tangenta are ecuatia x = x,.

Dacd f’(x,)=+eo, atunci in vecinita- Daca f’(x,)=—co, atunci in vecinata-
tea punctului A(x,, f(x,)) graficul G, tea punctului A(x,, f(x,)) graficul G,
are forma reprezentata in figura 4.6: are forma reprezentata in figura 4.7:
y y
G, G
A(x,, f(x,)) A(x,, f(x,))

X X 0 Xo

o/

Fig.4.6 Fig.4.7

\L x

% 2. Fie functia /: R—> R, f(x)=x". Sa se afle masura unghiului format de tangenta
la graficul G, in punctul de abscisd x, si de directia pozitiva a axei Ox, daca:
a) x,=0; b) xozé.

Rezolvare:

Deoarece panta tangentei este m =tgo = f’(x,), unde o este masura unghiului for-
mat de tangenta la graficul G, in punctul de abscisa x, si de directia pozitiva a axei Ox,
obtinem:

a) tga=f'(0)=2-0=0, deci =0; b) tga:f’(%):?, =1, deci a:%.
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A 1.

Exercitii propuse |

Profilul real

Investigati! Sa se determine, utilizand interpretarea geometrica a derivatei, daca func-
tia f este derivabild in punctele de abscise indicate:

! '
Xo 0| X X

a)

. m Lucrati in perechi! Sa se traseze graficul unei functii care nu este derivabila in punc-

tele x, =3 si x, =5.

. Sase scrie, aplicand definitia derivatei sau formula respectiva, ecuatia tangentei la graficul

functiei f: R — R in punctul de abscisa x,:
a) f(x)=x°, x,=1; b) f(x)=2x" -1, x,=0; o) f(x)=2-x7, x,=-2.

. Sa se afle masura unghiului format de tangenta la graficul functiei f* in punctul de absci-

sa x, side directia pozitiva a axei Ox:
a) fR->R, f(x)=x", x,=0; b) f:R—>R, f(x)=§xz, x, =1

. m Lucrati in perechi! Sa se traseze graficul unei functii, astfel incat tangenta la acest

grafic in punctul de abscisd x, =—1 sa fie dreapta de ecuatie:
a) y=0; b) y=2.

. Sa se studieze derivabilitatea functiei f in punctele specificate si sa se interpreteze geomet-

ric rezultatul obtinut:
a) f:R>R, f(x)=|x"-9]|, x,=-3, x, =3;
b) f: (0, +e0) > R, f(x)=|lgx—1], x,=10.

. Aplicand definitia derivatei, sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei:

a) f: R>R, f(x)=x"+2x+1, in punctul de abscisi:
1) x,=-0,5, 2) x,=2, 3) x,=-5;
b) /: R—>[-1 1], f(x)=sinx, in punctul de abscisa:

T T T
1) xO :Z’ 2) xO :E, 3) xo :—g.

. m Lucrati in perechi! a) Sa se determine pentru fiecare dintre functiile f, g, R >R,

_Jx*, daca x=0 Jx, dacd x>0 2 _g)
f(x)_{sz—x, dacid x<0, g(x)—{xz’ daci x<0, hex) =[x =9

1) multimea punctelor pe care functia este continua;
2) multimea punctelor pe care functia este derivabila.

b) Sa se schiteze graficele acestor functii.

. La graficul functiei f: R—>R, f(x)=-2x"+8x-9, este trasatd tangenta paraleld cu axa

absciselor. Sa se determine coordonatele punctului de tangenta.
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10. Sa se determine coordonatele punctului in care tangenta, dusa la graficul functiei
fiR—>R, f(x)=x, esteparaleld cu dreapta 4x—y+1=0.

11. Sa se afle masura unghiului de intersectie a tangentelor duse la graficele functiilor
fiR, SR, f(x)=+x, si g R SR, f(x)=1.

X
12. Sise determine punctele ce apartin graficului functiei f: R - R, f(x)=3x’—4x’, astfel

A A A < . T
incat tangentele trasate In aceste puncte sa formeze un unghi de , cuaxa Ox.

13. Sise scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f: R —>R, f(x)=x"+13, daci tangenta
trece prin punctul A(2, 8).

C, 14. Sa se afle coeficientii b,ce R, stiind ¢ in punctul de coordonate (—1, —2) parabola
f(x)=x"+bx+c are ca tangenti dreapta de ecuatie y =2x.
15. Fie functiile f: R — (—Z, 7;), f(x)=arctgx, si g: (0,+) >R, g(x)=
a) Sa se demonstreze ca graficele functiilor f §i g sunt tangente.
b) Sa se scrie ecuatia tangentei comune.

T+2Ilnx
Y

16. % Investigati! Sa se dea exemple de functii derivabile pe un interval:

a) cu exceptia unui punct; b) cu exceptia a doua puncte.

BEE| Derivatele unor functii elementare

Exercitiu. Fie f: R, ->R, f(x)= X0 -1g5x. Sa se calculeze derivata functiei f.

Pentru a calcula derivata functiei f, precum si derivatele altor functii, este util sa fie
cunoscute formulele de calcul al derivatelor functiilor elementare.

3.1. Functia constanta

Teorema 5. Fie f: R—>R, f(x)=c¢, ceR. Functia f este derivabila pe R si
f(x)=0, Vxe R.

Demonstratie

Fie x, un punct arbitrar din R. Avem f"(x,) = lim

—0

S (xy +Ax) - f(x,) —lim&=C_o.
Ax

Ax—0 A_x
Cum x, a fost luat arbitrar, rezultd cd functia f este derivabild pe R si f’(x)=0,
VxeR. pp»

Retineti: ¢'=0, VxeR. (1)

Exemplu
Pentru functia /: R - R, f(x)=2020, obtinem (2020)"=0.

Observatie. A se face distinctie intre numerele f'(x,) si (f(x,))’, ultimul fiind 0 ca
derivata unei functii constante.

[103



Modulul 4

3.2. Functia identica

I Teorema 6. Fie /: R—>R, f(x)=x. Functia feste derivabila pe R si f'(x)=1,
VxeR.

Demonstratie
SG+ A= f(x) _ X=X,

=1.
Ax A0 X — X,

Fie x, un punct arbitrar din R. Avem f"(x,)= grr})

Cum x, a fost luat arbitrar, rezultd ca functia f este derivabild pe R si f'(x)=1,
VxeR. pp»

Retinefi: x’ =1. (2)

3.3. Functia putere cu exponent real

Teorema 7. Fie f: (0, +0) >R, f(x)=x", aeR. Functia f este derivabila pe
(0, +o0) si f/(x)=a-x*", Vxe (0, +o).

Retineti:  (x*) =a-x*", Vxe (0, +o); 3)
f(xX)=0-x"", a=1, Vxe[0, +oo). 3"

Observatii. 1. Pentru @21, functia f: [0, +0) >R, f(x)=x", este derivabila si

in x, =0.

2.Functia f/: R —> R, f(x)=x", neN, n>2, este derivabilipe Rsi f"(x)=nx"",

Vxe R.

3. Aplicand formula (3), obtinem:

Wy =@ry=toot 2L LAY oL vee (0, 4

n n n n_nlxn—l

+ ’ ]. *
4 Cxy=—1 _ wreR
Qn+1)" x>

5. Functia definita prin formula f(x)= ifx ,ne€ N, n>2, nueste derivabild in punctul

x, =0 (deoarece derivatele laterale n punctul O sunt infinite).

Exercitiu rezolvat

% S3 se calculeze:

a) (x); b) (Wx); c) WxY.

Rezolvare:
a) (x 2y ==2x; b) (J})':(xZ)’:%x2'l=T Vxe (0, +oo);
o ey=(y =t =L vre (0, o).

§ 3-3\/)6_2
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. ’ 1 . .
Relatia ({/; )= are loc si pentru orice x € (—e, 0).
3-4x°

Retineti: («/Z)’:zL, Vxe (0, +o0). @)

Jx

Pentru functia radical f: D ->R, f(x)= fx , neN, n>2, obtinem:

, 1
fxY =——— Vxe D\{0} |. 5
() = Ve DVO} (5)

3.4. Functia sinus

Teorema 8. Fie f: R—[-1L1], f(x)=sinx. Functia f este derivabila pe R si
f'(x) =(sinx)"=cosx, Vxe R.

Demonstratie

Fie x, un punct arbitrar din R. Avem f”(x,)= Bn})

23inAx-cos(x0+) o Ax
D) 2 sin Ax
= lim = lim -lim cos(x0 +7): COS X,).

sin(x, + Ax) —sinx, _

Av—0 Ax Aa—0  Ax Ar—0

2
Cum x, a fost luat arbitrar, rezultd ca functia f este derivabild pe R si f”(x)=cosx,

VxeR. P

Retineti: (sinx)’=cosx, VxeR.

(6)

3.5. Functia cosinus

Teorema 9. Fie f: R—[-1,1], f(x)=cosx. Functia cosinus este derivabilad
pe R si (cosx) =—sinx, VxeR.

()

Retineti: (cosx) =-sinx, VxeR.

Exercitiu. Demonstrati teorema 9.

3.6. Functia exponentiala

Teorema 10. Fie f: R— (0, +e0), f(x)=a", a>0, a#1. Functia f este de-
rivabili pe R si (a*) =a"-Ina, VxeR.

Retineti: (a*) =a*-Ina, a>0, a#1, VxeR. (8)
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Consecinta. Aplicand formula (8), obtinem (e*) =e* -Ine=e", Vxe R.

Refineti: (') =e*, Vxe R, (8)
De exemplu:
a) (2°)=2"In2; b) ((0,3)") =(0,3)"In0,3.

3.7. Functia logaritmica

Teorema 11. Fie f: (0, +00) >R, f(x)=Inx. Functia f este derivabila pe (0, +oo)
si (Inx) =%, Vxe (0, +o0).

Refineti: (lnx)':%, Vxe (0, +o0). )

Exercitiu. Demonstrati teorema 11.

Teorema 12. Fie f: (0, +0) >R, f(x)=log,x, a>0, a#1. Functia f este

derivabild pe (0, +e°) si (log, x)’ = , a>0, a#l, Vxe (0, +oo).

x-lna

Retineti: (log, x)' = %

o0). 10
lna,a>0,a;«r&l, Vxe (0, +o0) (10)

Exercitiu. Demonstrati teorema 12.

Indicatie. Se va tine cont de definitia derivatei, de formula log, x =}E—Z si de for-
mula (9).
De exemplu:
. s 1
a) (log, x) =17 b (g0 = "1 15
Exercitii propuse |
Profilul real
A, 1. Sase calculeze derivata functiei f si sa se determine domeniul de derivabilitate D ,.:
a) i R->R, f(x)=x" b) f1 R =R, f(x)=x7;
¢) f: R, R, f(x)=4x; d) f: R— (0, +e0), f(x)=3"

e) f1 R— (0, +o0), f(x)=(%)x; ) /1 (0, +0) >R, f(x)=log,x;
g) f1 (0, +) >R, f(x)=log, x; h) i R—>R, f(x)=5\/;.
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2. Sa se calculeze valoarea derivatei functiei f: D - R:

a) f(x)=10g7 X, in x() :79 b) f(x)=lgx, in xO :%’
¢) f(x)=x, in x, = 60; d) f(x)=+x, in x, =49;
e) f(x)=2",1Inx,=5; f) f(x)=25, in x, = —64.

3. m Lucrati in perechi! Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei /: D —>R in
punctul de abscisa x,:

a) f(x)=x, x, =1; b) f(x)=2", x,=0;
¢) f(x)=logyx, x,=2; d) f(x)=x53 x, =—1.
4. Siseafle f7(0) si f(g} daci:
a) [ R—>[-1,1], f(x)=sinx; b) /- R—>[-11], f(x)=cosx.

5. Sa se calculeze derivata functiei f i sa se determine domeniul de derivabilitate D .:
a) f: [0, +00) >R, f(x)=xvx; b) f: Ro>R, f(x)=x"-Vx.

6. Sa se calculeze derivata functiei f si sa se determine domeniul de derivabilitate D ., daca
i D->R:

a) f(x)=Ax; b) /() =+xl;
¢) f(x)=log, ,(x*); d) f(x)=2".

7. Sa se calculeze derivatele laterale ale functiei 1> D — R:
a) f(x)=|cosx|, in x, :%;

b) f(x)=1]2x], in x, =0;

_J3x, dacd x<0 _
©) fx)= {—Zx, daca x>0, " T~ 0.
8. S se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f: D — R 1in punctul de abscisad x,:
a) f(x)=7x", x,=-3; b) f(x)=sinx, xo=§;
o) f(x)=log,,(x*), x,=27; d) f(x)=2,5", x,=1.

mx+n,daca x<0

. - Sa se determine valorile parametrilor
sin x, daca x > 0.

9. Fie functia /: R—>R, f(x) ={
reali m si n, astfel incat functia f sa fie derivabila in punctul x, =0.

10. % Investigati! Sa se determine valorile parametrilor reali m si n, astfel incat functia

2x a
‘R—=R _Jme +n,daca xe (—oo, 0) 3 fie:
SRR, 1) {Sin 2x+ncos 2x, dacd xe (0, +e0) "

a) continua pe R; b) derivabila pe R.

11. (BAC, 2007). Determinati valorile reale ale lui a pentru care tangenta la graficul functiei
fiR—>R, f(x)=x"-2x+2, inpunctul de abscisd x, = a intersecteazi axa absciselor
in unul dintre punctele intervalului [0, 1].
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XA Operatii cu functii derivabile

4.1. Derivata sumei, a produsului si a catului

Exercitiu. Fie f,g:R—R, f(x)=x", g(x)=e", ce R. Si se calculeze:

2) (f+g); b) (e 1) o) (f-g):
d) (f g &) (g) D ((fog).

Pentru a rezolva acest exercitiu, trebuie sa cunoastem regulile de calcul al derivatelor.

Teorema 13. Daca functiile f, g: I >R (/ 2R) suntderivabile in punctul x, € 7,
atunci functia f +g este derivabilda in x, si

(f+8)(x)=f"(x) +&'(x,).

Demonstratie

Avem (f +g)(x, )= lim L T8 FA)=(/ +2)x,) _

Ax
= lim S (x, +Ax)— f(x,) + lim g(x, +Ax)—g(x,)

Av—0 Ax Av—0 Ax

=f'(x0)+g'(x0). >

Corolar. Daca functiile f* si g sunt derivabile pe intervalul /, atunci functia f+ g

este derivabilape Isi | (f+g)=f"+g"|. (1)

Exemplu

Pentru functia i: R = R, A(x)= f(x)+ g(x)=x"+e", conform formulei (1), obtinem:
(X +e") =(x")+(e") =3x" +e".

Observatie. Aplicand metoda inductiei matematice, se poate ardta cd suma

i+ f, +...+f, anfunctii derivabile pe intervalul / este o functie derivabila pe 7 si

OWAESWH (1)

Exercitiu. Deduceti formula (1) .

Teorema 14. Daca functia f: / >R (/ < R) este derivabila in punctul x, € I si
ce R, atunci functia ¢- f* este derivabila in x, si (c- ) (x,)=c- f(x,).

Exercitiu. Demonstrati teorema 14.
Corolare. 1. Daca functia f este derivabila pe intervalul 7/si ce R, atunci functia
c- f este derivabilipe Isi |(c-f)=c-f'|. (2)

Exemplu
Pentru functia : R >R, h(x)=+/3-¢", obtinem (V3 -¢*) =+/3-(e') =+3¢".
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2. Pentru ¢c=—1 avem (—f) =-f".

3. Daca functiile f, g sunt derivabile pe intervalul /, atunci functia f — g este derivabila
pelsi |(f-g)=/"-g"|. (3

Exemplu

Pentru functia h: R - R, A(x)=x’—e", obtinem:

(X =eY =(x)Y =(e") =3x> —e".

Teorema 15. Daca functiile f, g: I >R (/ —R) sunt derivabile in punctul x, € 1,
atunci functia /- g: / — R este derivabila in x, si

(f'g)/(xo):f,(xo)‘g(xo)'i‘f(xo)'g,(xo)-

Demonstratie

Fie x, € 1. Functia g, fiind derivabild in x,, este si continud in x,, adica limg(x)=g(x,).
XHXO
S (g +AX)g (x, + Ax) — f(x)& (%) _

Atunci (f - g)'(x,) = lim e

— lim J(xy +Ax)g(x, +Ax) = f(x,)g(x, + Ax)+ f(x,)g(x, + Ax)— f(x,)g(x,) _
Ax—0 AX'

:Eg})(f(xo +AA)2_f(x°) gy + A0+ £ (x,) - +ixz—g(x0) ):

:f,(xo)'g(x0)+f(x0)'g,(x0)- >

Corolar. Daca functiile f, g sunt derivabile pe intervalul /, atunci functia f-g este
derivabila pe 7 si

(f-&y=f-g+r-g|. 4)

Exemplu
Pentru functia : R - R, h(x)= f(x)-g(x)=x"-e*, obtinem:
(X&) =(x*) e +x (") =3x"e" +x’e" =x’e" (3+x).
Observatie. Aplicand metoda inductiei matematice, se poate ardta ca produsul
fi - f, ... f, anfunctii derivabile pe intervalul / este o functie derivabild pe / si

i for LY =S S Lo o fd i [t [y [y [

Teorema 16. Daca functiile f, g: I - R (I —R) sunt derivabile in punctul x, € /

/

si g(x,)# 0. atunci functia E este derivabild in x, si

(f)(xo): f(xo)'g(xo)_f(xo)'g (xo)‘

g 2 (x,)
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Demonstratie

Cum functia g este continud si g(x,)#0, rezultd cd existd o vecinatate V(x,) In
care g(x)#0 pentru orice x€ V' (x,). Consideram Ax, astfel incat x, +Axe V(x,).

Atunci . .
o= im ( ¢ )("° - _(g](’“ G A ~ ()8, +AY)
g Av0 Ax =i g(x, + Ax)g(x,)Ax
I S0+ A0~ () g+ A0~ () ) _
LHog(x +Ax)- g(x,) L*O( Ax g(x) = (%) Ax )‘

=2;‘(f'(xo)g(xo)—f(xo)‘g'(xo))= f (xo)g(xo)z_f(xo)'g (xo)
g (x,) g (x,)

(grr(l) g(x, +Ax) = g(x,), deoarece functia g este continud in x,). P

Corolare. 1. Daca functiile f, g sunt derivabile pe intervalul /si g(x)#0 pentru

orice xe /, atunci functia L este derivabila pe / si L :M .
g g g’
2. Pentru f =1, aplicand formula (5), obtinem: (é) =— ggz . (6)
Exercitiu rezolvat
3
% Sa se calculeze derivata functiei 4: D — R, h(x) =x—x.
e
Rezolvare:
() = _ (@) —x () _3xet—xtet _xe'(3-x) _x'(3-x)
er e2x er ex :

4.2. Derivata functiilor tangenta, cotangenta

Teorema 17. Fie f: IR\{ +krm|ke Z}—)IR f(x)=tgx. Functia f este deriva-

{ +kn’|ke Z}

bild pe IR\{ +hkm|ke Z} si f(x)—

Demonstratie

i \ i ’ ; ’ 2 )
sinx) - cosx—sinx-(Cosx
f(x)=(tgx)' = SIn X =( ) ( ) _cos"x+sin"x _
2 2
cosx cos? x cos? x

_ ‘v’xelR\{2+kﬂ|keZ} >

COS x

T
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1

b
0s’ x

Retineti: (tgx)' = Vxe R\ {% +kr | ke Z}. 7)
c

Teorema 18. Fie f: R\ {kn|ke Z} >R, f(x)=ctgx. Functia f este derivabila

pe R\ {km|ke Z} si f'(x)=—

Vxe R\ {kr | ke Z}.

2
IIl2 X

1

PR
m x

Retineti: (ctgx) =— Vxe R\ {kr |ke Z}. (8)

Exercitiu. Demonstrati teorema 18.

4.3. Derivarea functiei compuse

Teorema 19. Fie [, I, intervale si functiile f: I, - 1,, g: 1, - R. Daca func-
tia f este derivabilain x, € /,, iar functia g este derivabild in punctul y, = f(x,)€ 1,,
atunci functia compusd h=go f: [, >R este derivabila in x,e/, si
h/(xo) = g/(f(xo ) f,(xo)'

Retinem regula de derivare a functiei compuse:

(&(f () =g (f(x) f(x), Vxe |. )

Corolar. Daca functiile f: I, > 1,, g:1, = 1,, h: I, >R sunt derivabile, atunci
functia compusa p(x): I, >R, p(x)=(hogo f)(x) este derivabild pe /, si

P'@)=h(g(f(x)) &' (f(x) f(x) |. (10)

Exercitiu rezolvat
% Sa se calculeze derivata functiei:
a) h: D—->R, h(x)=2";
b) p: D >R, p(x)=log, cos2x.
Rezolvare:
a) (27)'=2":In2-(3x)’ =Ing- 2"

b) (log, cos2x) =log’ (cos2x)-cos’(2x)-(2x) =

_ 1 2sin2x  _ 2tg2x
" cos2x-1n2 cos2xIn2  In2

-(—sin2x)-2=—
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4.4. Derivarea functiei inverse

Teorema 20. Fie f: I —J (I,J cR) o functie continua si inversabila. Daca
functia f este derivabilain x, e I si f'(x,)# 0, atunci functia inversa f I,

unde J = f(I), este derivabild in punctul y, = f(x,) si (/) (y,) =

f(o)

Observatie. Fie functia /> [ — J strict monotond, derivabila pe intervalul /si f’(x) # 0,
Vxe I. Prin urmare, functia inversd f': J — I este derivabila pe intervalul J si

SN =

f() Vye J, unde y= f(x) |. (11)

Exercitii rezolvate

Y 1. Derivata functiei arcsinus
Fie functia f: [—% %]—>[—1, 1], f(x)=sinx. Sa se calculeze (/Y.
Rezolvare:

In orice punct x avem (sin)’(x,) = cosx, # 0 i sunt verificate conditiile
p O 2 2 0 0

teoremei 20. Astfel, functia /' =arcsin este derivabild in orice punct y, € (-1, 1).

Notdm y, =sinx,. Atunci arcsin y, = x,. Aplicand formula (11), obtinem:

L 1 1
(arcsin)'(y,) = = = , Vy,e (-1, 1).
" cosx, \/l—sinzxo \/l—yg ’
Revenind la notatiile uzuale, retinem formula:
(arcsinx)’ = , Vxe (-1, 1) |. (12)

1—-x

© 2. Derivata functiei arccosinus
Fie functia f: [0, 7] —>[-1, 1], f(x)=cosx. Sa se calculeze ('Y
Rezolvare:
Rationand in mod analog sau aplicand relatia arccosx + arcsin x = % , obtinem formula:

1

V1-x? ’

(arccos x)’ =— Vxe (-1,1) . (13)

& 3. Derivata functiei arctangenti

Fie functia f: ( 55 )—) R, f(x)=tgx. Sa se calculeze ().

Rezolvare:

in orice punct X, € 2 2 avem (tg)’ (x,)= # 0 si sunt verificate conditiile
0

teoremei 20. Astfel, functia /' =arctg este derivabila in orice punct y,e R, unde

Yo =18 X,.

2]
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L __ 1 cos’x, = 1
f(x,) 1 Col+tg’x, 14y
cos’ x,

Obtinem (arctg)'(y,) =

Revenind la notatiile uzuale, obtinem formula:

VxeR |. (14)

;1
arctgx) =——
(arctg x) ”

PR
X

Y 4. Derivata functiei arccotangenti
Fie functia f: (0, 7) >R, f(x)=ctgx. Sa se calculeze (f ’1)',
Rezolvare:
Rationand 1n mod similar, obtinem formula:

’ 1
(arcctg x) :_1+x2 , Vxe RJ. (15)

4.5. Derivarea functiei de tipul f{x) = u(x)"”, unde u(x) > 0

Fie functia f: I >R, f(x)=u(x)"™, unde u(x)>0, VxeI, I cR. Aceasti
functie, in caz general, nefiind nici functie putere, nici functie exponentiald, nu poate
fi derivata aplicand formulele (3), (8) din § 3, ci aplicand identitatea logaritmica funda-

mentald f(x)=u(x)"™ =" =" "™ Functia f: D—>R, f(x)=e"""™" astfel
obtinutd, este o functie compusa. Derivand-o, obtinem:
SG0)=(eM ) =M (v(x) Inu(x) =u(x)" - () Inu(x)) = £(x)- (Inf(x))". (16)

De aici rezultd formula pentru derivata functiilor de tipul f(x)=u(x)"", unde u(x)>0:

u

(uv)'zuv-(v"lnu+v~u—,) ) (17)

Exercitiu rezolvat
% Sa se calculeze derivata functiei:

a) R, SR, f(x)=x b) /R, SR, f(x)=x""1g5x (ase vedea exercitiul
de la inceputul § 3).

Rezolvare:

a) Conform formulei (16), f'(x)= f(x)-(In f(x))".

Deci, (x*) =x"-(Inx") =x"(xInx) =x"(Inx +1).

b) f/(x)=(x""1g5x) = (x""Y 1g5x+x" - (Ig5x). Si calculdm intai derivata func-
tiei g: D >R, g(x)= x0T

Aplicand formula (17) si formula (Inu") = (vInu) =v-Inu+v- %, obtinem

5),_(2+1nx)-x*/;

X\ 1 Jx .
(lnxf) =——- (x""), sau (xV') =—F——. Atunci
X 2/x
Y Vx
f(x)= (2+1n xz)\/x; lg5x + x)ICnIO =0,52+Inx)-x"" 1g5x+x " ge.

R
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4.6. Derivate de ordin superior

Fie f: I - R o functie derivabila pe intervalul 7. Valorile lui f”(x) depind, in general,
de x, adica derivata functiei f este, la randul sau, o functie de x. Prin urmare, poate fi
pusa problema derivarii functiei f”.

Exercitiu rezolvat
% Si se calculeze derivata derivatei functiei f: R - R, f(x)=x"e".

Rezolvare:

f(x)=(x"e") =2xe" +x’e".

Atunci (f7(x)) =(2xe" +x’e") =2e" +2xe" +2xe" +x’e" =e* (X’ +4x+2).

Definitie. Fie f: I — R. Se spune ca functia f este derivabilid de doua ori
intr-un punct x,e I daca functia f este derivabild Intr-o vecindtate a lui x, si
functia f” este derivabild in x,.

In acest caz, derivata functiei f” in punctul x, se numeste derivata de ordinul doi
(sau derivata a doua) a functiei f in punctul x, si se noteaza f”(x,).
Exemple

S +AY) = (%)
" )
1. Pentru functia f: R—R, f(x)=x"-3x"+5, obtinem: f’(x)=3x"—6x,
f(x)=6x—6.
2. Pentru functia g: R >R, g(x)=cosx, avem: g'(x)=-sinx, g”(x)=—cosx.

Asadar, f7(x,)= (/) (x,) = lim

Observatie. Daca functia f este derivabila de doua ori in orice punct al intervalului 7,
atunci se spune ca functia f este derivabild de doud ori pe acest interval.

Similar se defineste derivata de ordinul trei (sau derivata a treia) a functiei f in
punctul x,. Se noteaza: f"(x,) .

*In mod analog se defineste derivata de ordinul n, ne N', n>2, a functiei f in punc-
d"f

PaE

tul x,. Senoteaza f" (x,)=(f"")(x,). Uneori, /" (x) senoteaza (Optional)

Observatii. 1. Ordinul derivatei se scrie Intre paranteze, pentru a nu fi confundat cu

exponentul puterii (exclusiv cazurile in care ordinul derivatei se noteaza cu cifre romane).

2. S-a convenit ca derivata de ordinul zero a functiei f sa fie considerata insasi func-

tia f, adica /=71

Exemple

1. Pentru functia /: R >R, f(x)=sinx, obtinem: f'(x)=cosx, f”(x)=-sinx,
f7(x)=-cosx, f"(x)=sinx. Aplicind metoda inductiei matematice, se poate de-

2

monstra formula: | (sinx)" = sin(x+ﬂ—n} ne N |. (Optional)

14
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2",

2

Similar obtinem formula: | (cosx)™ = cos(x + M} ne N |. (Optional)

3. Pentru functia g: R >R, g(x)=¢", obtinem: g'(x)=e", g"(x)=¢e", g”"(x)=¢".

Retineti: (") =e*, Vne N. | (Optional)

A 1.

Exercitii propuse |

Profilul real
Sa se calculeze: 1) f7; 2) f”; 3) f”, pentru functia /2 D —R:
a) f(x)=5x"; b) f(x)=me; ¢) f(x)=-0,5log, x;
d) f(x)=x"-5x7; e) f(x)=7x"-3x+2; ﬂf(x)=210g5x-i2010.

. Sa se determine domeniul de definitie D,, sa se calculeze f” sisd se determine domeniul de
derivabilitate D pentru functia /> D, - R:
a) f)=x+Jx;  b) f()=log,x+x"; ©) f(x)=xe"; d) f(x)=VxInx;
O S@={rtog,x 0 f@W=EEL 9 =t W =g
D=5 )@=V xR f(x)=—4log.V2x.

. Sase calculeze f” in punctul x,, daca:

a) £ R >R, f(x):xx—‘zl, %, =+2; b) f: (0, +00) >R, f(x)=+xlog,2x, x, =0,25.

. Dintr-un punct pleacd un mobil care efectueaza o migcare descrisd de ecuatia

s(t) = —%13 +3t* + 7t (s este distanta exprimata in metri, iar — timpul exprimat in secunde).

Sa se determine:
a) formula de calcul al vitezei mobilului; b) viteza mobilului in momentul # =2s;
¢) peste cate secunde mobilul se va opri.

. m Lucrati in perechi! Dintr-un punct pleaca concomitent doud mobile ale caror ecuatii

de miscare sunt s,(¢)=6t> +4¢ si s,(¢)=1t"+3¢” +6¢, unde distanta s se exprima in metri,
iar timpul ¢ — 1n secunde.

a) Sa se determine momentele de intalnire a acestor mobile.

b) Sa se determine formulele vitezelor si ale acceleratiilor celor doud mobile.

¢) Sa se determine vitezele si acceleratiile mobilelor in momentele de intélnire.

d) Sa se determine momentele in care vitezele si respectiv acceleratiile lor sunt egale.

. Sa se calculeze f” pentru functia /2 D —>R:

a) f(x)=x" —x+cosx; b) f(x)=sinx+log,, x—x; ¢ f(x)lenx+\/§—%;

d) f(x):"\/ﬂ+7ex—%x’9; e) f(x)=\/§cosx—7sinx—41nx; f) f(x)=54\/;-sinx;

g) f(x)=8x"Inx; h) f(x)=6-0,6x"log, x; i) f(x)=5In(x* -3x);

i f=2logiter, ) f(x)=6"sin 4x; D = =0,
X
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. Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei /= D > R:

a) f(x)=cos’2x, in xo:%Q b) f(x)=1g’(3x—1), in XOZ%; ) f(x)=x"" i x,=1.

. m Lucrati in perechi! Se considera functia

>, dacd xe (o, 0)
:R->R =1 ’
fiR=R, f(x) {axz +bx+c, dacd xe[0, +oo).

Sé se determine valorile parametrilor reali a, b §i ¢, astfel incat functia f sa fie derivabila in
punctul x, =0.

9. Sa se scrie cel putin o functie f: R — R a cérei derivata este:
a) f(x)=2-cosx; b) f(x)=-2e>; ¢) f’(x)=2sin2x.

10. Si se rezolve in R ecuatia f’(x) =0, daca:

a) f(x)=2sin> x++/2x; b) f(x)=cos2x—~3x.
11. Saserezolve in R inecuatia f”(x) >0, daca:

a) f(x)=x"—6x"+3x; b) f(x)=3x+cos(6x—1).
12. Sa se calculeze f” pentru functia /= D - R:

a) f(x)=2x"-5x>-6; b) f(x)=2sin3x; ) f(x)=5e7"";

d) f(x)=+3-x"; e) f(x)=Inx; f) f(x)zarccos%;

e _ 3 ~ _ -1

9 f()=""1 W) S ()= T D) f@)=0x0)

13. Sa se calculeze f”(x)—5f'(x)+3f(x), stiindca /> R— (—’27 ’;) £(x)=arctgx.

14. Sa se calculeze f”” pentru functia /> R > R:
a) f(x)=4x" +2x° —x+4; b) f(x)=3005§; ) f(x)=+2e7;
d) f(x)= i; e) f(x)=arctg2x; f) /(%) =In(=5x).
15. m Lucrati in perechi! Un mobil se deplaseaza conform ecuatiei de miscare s(¢) = N

16.

17.

18.

Sa se demonstreze ca acceleratia mobilului este proportionald cu cubul vitezei lui.

Sa se afle forta F' ce actioneaza in momentul =3 asupra unui mobil de masa m, care
efectueazi o miscare descrisi de ecuatia s(t) =4¢’ —¢° (masa m este exprimati in kilograme,
distanta s — in metri, timpul 7 — in secunde).

Legea de miscare a unui mobil cu masa de 5 kg este S(¢) =5¢> —2¢ +1 (masa este exprimati
in kilograme, distanta S — in metri, timpul 7 — in secunde).

a) Sa se afle viteza mobilului iTn momentul 7 =3s.

b) Sa se determine acceleratia acestui mobil in momentul =5 s.

c) Sa se afle energia cinetica a mobilului in momentul #=10s.

m Lucrati in perechi! Un corp este lansat vertical in aer cu viteza initiald de 100 m/s.
a) Sa se afle timpul de ascensiune.

b) Sa se determine indltimea la care ajunge acest corp.

¢) Sa se afle timpul de cadere.

d) Sa se determine viteza cu care corpul atinge solul.
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19. Fie functia /> D—R, f(x)= 1_# Sasearate cid f7(x)+2f(x)- f'(x)=0.
+tgx
20. Fie functia f: R >R, f(x)=e*(cosx+sinx). Si se arate ci

F7(x)+41(x)+5f(x)=0.
T T

C, 21. (BAC, 2018) Fie functia f: (— > 3)—) R, f(x)=sin’ x. Determinati valorile reale ale

lui x pentru care f/(x) = 2+/3 f(x).
22. Sase calculeze f”(0), dacd f(x)=e™" -x".

23. % Investigati! Sa se afle valorile reale ale parametrilor m si n, astfel incat functia

mx +n, dacad x€ (—eo, 0]
fiR->R, f(x)=4 x-1 s fie derivabila pe R.

———, dacd xe (0, +o0),
x*+1 ( )

ml Diferentiala unei functii

Fie f: I >R (I <R) o functie derivabila pe intervalul / i x, € /. Atunci, conform
definitiei derivatei, avem
SO +A%) — f(x,)

/()= lim - (1)

Din (1) si din definitia limitei unei functii intr-un punct rezulta ca

f(x, +A3_f(XO) = 1'(x,) +a(Ax), (2)

unde ilgr% a(Ax)=0. Folosind relatia (2), obtinem
‘ £ G+ AX) = £(x0) = £7(x,) - Av + @(Ax) - Ax, - sau
Af (x,) = f(x,) - Ax + 0(Ax) - Ax. 3)

Din relatia (3) rezultd ca cresterea Af(x,) a functiei f derivabile in punctul x, se
exprimad ca o suma de doi termeni: termenul f’(x,)-Ax, care este direct proportio-
nal cu cresterea argumentului, si termenul o(Ax)-Ax, unde o(Ax) — 0 cand Ax — 0.

Definitie. Functia liniard g: R >R, g(Ax) = f’(x,) - Ax, se numeste diferentiala
functiei f in punctul X, si se noteazd df(x,).

Deci, | df(x,)=f'(x,)-Ax |. (4

Exercitiu rezolvat
% Si se calculeze diferentiala functiei /: R —R, f(x)=x.

Rezolvare:
Cum f’(x,)=1, obtinem dx=Ax. In baza relatiei (4), df(x,) = f"(x,)-dx.

Consecinta. Daca functia f este derivabila 1n orice punct din /, obtinem formula:

df (x)= f'(x)-dx, Vxel |. (5)

| ELEA




Modulul 4

Exemple
1. Pentru functia f: R—[-1,1], f(x)=sinx, obtinem:
df (x) =d(sin x) = (sin x)"dx = cos x dx.

2. Pentru functia g: (0, +e0) > R, g(x)=1log,x, avem:

1 d
dg(x) =d(log, x) = — = dx= Tzs

Interpretarea geometrica a diferentialei unei functii f derivabile intr-un punct x, este

reprezentatd in figura 4.8. Trasam tangenta la graficul G, in punctul 4(x,, f(x,)). Avem
Ax= 4B, tgo= f(x,) =i—g (a se vedea AABC cu m(ZB)=90°).

Atunci BC = f'(x,)- AB, sau BC = f’(x,)Ax =df (x,).
Deci, interpretarea geometrica a dife-

rentialei unei functii f intr-un punct x, este y

urmatoarea: Af'(x,) reprezintd cresterea or-

donatei functiei f in punctul (x,, f(x,)), ce

corespunde cresterii Ax a argumentului ei, iar

S (3 +Ax)

df(x,) — cresterea ordonatei tangentei la

graficul G, In punctul (x,, f(x,)), care cores- F(x)
punde aceleiasi cresteri Ax a argumentului G
functiei f (fig. 4.8).

Formulele (3) si (4) implicd urmatoarea o x
relatie de aproximare:

S (g +Ax) = f(x,) =df (x,), (6)

sau BD = BC.

Din relatia (6) rezulta:

F @ +A0) = £(x) + f7(x,)- Ax. (7

Pentru Ax suficient de mici avem f(x, +Ax) = y. Cu alte cuvinte, in vecindtatea punctu-
lui 4, pe o portiune suficient de mica a graficului functiei £, arcul de curba este aproximat cu
un segment al tangentei la graficul G, in punctul 4.

Formula (7) se aplica deseori la calculul aproximativ al valorii unei functii intr-un punct
indicat.

Observatii. 1. Aplicand formula (7), se pot deduce formulele:

1) VI+Ax zl+%Ax. ®)
2) (1+Ax)" =1+n-Ax, ne N". 9)

2. Formulele (7)—(9) pot fi aplicate doar pentru valori suficient de mici ale lui Ax.

18]
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Din definitia diferentialei unei functii rezulta ca tabloul derivatelor functiilor ele-
mentare se poate transcrie 1n tabloul diferentialelor functiilor respective:
d(c)=0, ceR; dx*)=ax*'dx, aeR;
dx
dWx)=—; d(e’)=e'dx;
2x ;
d(a")=a"Inadx; d(lnx)=7x;
1) dx, _dx
d(;)_ x’ d(log, x)= xlna’
d(sinx) =cosxdx; d(cosx) =—sinxdx;
dg ) =—3— d(etgx) =2
cos” x sin” x
d(arcsinx) = dx ; d(arccosx) =— dx ;
1-x7 1-x’
dx dx
d(arctgx) = s ; d(arcctgx) =— el

Regulilor de derivare (harta notionald a modulului 4) le corespund reguli similare de
diferentiere.

Exemple

1. de* -x’)=e"-x’-dx+3x"-e" -dx=x"e"(x+3)dx.

2. d(sin3x)=3cos3xdx.

Exercitii propuse |

Profilul real
A, 1. Sise calculeze diferentiala functiei f: D —R:

a) f(x)=x"+2x, b) S0 =77 ©) f(x)=sin(x+1);
d) f(x)=2"; e) f(x)=cos2x.

2. Sase calculeze diferentiala functiei f: D - R:
a) f(x)=x-log,x; b) fx)=x"-e";
¢) f(x)=x-ctg(x+5)—In5x; d) f(x)=31n§+5.

3. Sa se calculeze diferentiala functiei f: D — R:
a) f(x):x/m, in x,=-2; b) f(x)=sinx—cosx, in xo=%;
) f(x)=log,(x*+3), in x, =1; d) f(x)=(x-1)°—-Inx, in x, =2.

B, 4. Sise calculeze diferentiala functiei f: D — R:
a) f(x)=+/x+5x* —x7; b) f(x)=2-3"=In(x*-1)+7;

c) f(x)=tg’x x> —x.
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5. Sa se calculeze diferentiala functiei f: D — R:
a) f(x)=sin2x—cos’ x+5, in x, :%;
b) f(x)=arctg3x+5arccosx, In x, =1;
¢) f(x)=—+5-7" +arcsin§, in x,=0;
d) f(x)=x’¢, in x,=2.
6. m Lucrati in perechi! Fie functiile f: R—>R, f(x)= x> =4, si g: (1, +e0) >R,
g(x)=In(x—1). Sa se calculeze diferentiala functiei:

a) f(g(x)); b) g(f(x)).

7. Sa se calculeze diferentiala functiei f: D —> R:

a) f(x)=sin’*(x"); b) f(x)= arctg(lnl); ¢) f(x)= SCtg%.
X

C, 8. Sise calculeze diferentiala functiei f: D —R:
a) f(x)=x"" b) f(x)=x""; ¢) f(x)=(x-D".
9. % Investigati! Se considera functia:
a) 1 D->R, f(x)=e™; b) f: D—>R, f(x)=|x+1|e™.
1) Sa se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei f.
2) Sa se calculeze diferentiala functiei f.

| Proprietati generale ale functiilor derivabile

In continuare vom pune in evidenta unele proprietiti generale ale functiilor derivabile.
Teoremele ce urmeaza sunt teoreme fundamentale ale analizei matematice.

6.1. Teorema lui Fermat

Reamintim!
Punctele de maxim (minim) local ale unei functii se numesc
puncte de extrem local ale acestei functii.

Teorema 21 (teorema lui Fermat'). Fie f: I >R o
functie derivabild pe intervalul /i x, e /. Daca x, este un /
punct de extrem local al functiei f; atunci f’(x,)=0. i é /

Demonstratie Pierre de Fermat
Presupunem cé x, este un punct de maxim local al functiei f.
Atunci exista o vecinatate V(x,) a lui x, (V(x,)c ), astfel incat f(x)< f(x,),

f@=fG)
- ,

Vxe V(x,). Pentru xeV(x,), x<x,, avem .
o

JEETIEAPIN
X—X

iar pentru xe V(x,),

X > x,, obtinem

! Pierre de Fermat (1601-1665) — matematician francez.
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Deoarece functia f este derivabild in x,, rezultd ca f”(x,) = f/(x,) = f,(x,), unde

flon)= }%%ﬁmzo, F1Gi)= ]}L?OWSO.

Deci, f(x,)=0 si f’(x,)<0, de unde rezultd ca f"(x,)=0.

Teorema se demonstreaza similar i in cazul in care x, este un punct de minim local al
functiei f. Pentru acest caz teorema mai poate fi demonstrata substituind in demonstratia
de maisus fcu - P y

Interpretare geometricd. In conditiile teoremei
lui Fermat, tangenta la graficul functiei f in punc- ;
tul (x,, f(x,)) este paraleld cu axa Ox (fig. 4.9). 7 o X,

[

Observatie. Teorema lui Fermat exprima doar conditia
necesara pentru ca functia derivabild f sa aiba in punctul x,
extrem local. Din faptul ca derivata functiei f se anuleaza in y=x
x, Incd nu rezultd, in mod obligatoriu, ca aceasta functie are 1
in x, extrem local. !

De exemplu, derivata functiei /: R >R, f(x)=x", se anu- -1
leaza in x, =0, insd x, =0 nu este punct de extrem local pentru
functia 1 (fig. 4.10).

Acest exemplu demonstreaza ca reciproca teoremei lui Fermat Fig.4.10
este falsa.

6.2. Teorema lui Rolle

Urmatoarea teorema, foarte utila n aplicatii, este o consecinta a proprietatilor functiilor
continue si a teoremei lui Fermat.

Teorema 22 (teorema lui Rolle'). Daca functia f: [a, 5] > R
1) este continua pe [a, b],

2) este derivabila pe (a, b) si

3) f(@)=1(b),

atunci exista cel putin un punct ce€ (a, b), astfel incat f’(c)=0.

Demonstratie

Functia £, fiind continua pe [a, b], conform teoremei IT Weierstrass I i tan
(modulul 3, secventa 2.1), este marginita si 1si atinge marginile pe
acest interval.

Fie m = i[nfb]f(x), M = sup f(x), m, M € R. Sunt posibile cazurile: m=M; m<M.

x€la, b]

' Michel Rolle (1652—1719) — matematician francez.
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1) Daca m=M, atunci functia f este constantd pe [a, b].

Prin urmare, f’(c)=0 pentru orice ce (a, b).

2) Daca m< M, atunci f nu este o functie constanta pe [a, b]. Din conditia f'(a)= f(b)
rezultd ca functia f nu-si atinge cel putin una dintre margini, m sau M, in extremitatile
segmentului [a, b]. Adica, existd un punct c€ (a, b), astfelincat f(c)=m sau f(c)=M.
Cum c este un punct de extrem local, conform teoremei lui Fermat, f'(c)=0. P

II Observatie. Orice functie cu proprietdtile 1) si 2) se numeste functie Rolle.

Interpretare geometrica. Daca segmentul
determinat de punctele (a, f(a)), (b, f (b))
este paralel cu axa Ox, atunci existd cel putin
un punct ce (a, b), astfel incat tangenta in
punctul (c, f(c)) al graficului functiei deriva-
bile f este paralela cu axa Ox (fig. 4.11).

Fig.4.11
Exemplu

Functia f: [-1,0] =R, f(x)=2x"—2x+1, verificd urmatoarele conditii:
1) este continud pe [—1, 0],
2) este derivabild pe (-1, 0),
3) f(=D=f(0)=1
Conform teoremei lui Rolle, exista cel putin un punct c € (-1, 0), astfel incat f’(c)=0.
Sa determindm acest punct c.
5 e N

Avem f’(x)=6x>-2=0 cu x, :T3e (=L 0), x, =—Te (-1, 0). Asadar, c =— 3

Observatii. 1. Punctul ¢ din teorema lui Rolle nu intotdeauna este unic pentru functia
data.

2. Dacd se renunta la cel putin una dintre ipotezele teoremei lui Rolle, atunci concluzia
teoremei este falsa.

Exercitiu. Fie functia f: I > R:

a) ()= {;x’dj:;i’; <O =0 b) f(x)=2x, 1=[0,1];
) f(x)=|x|, I=[-11].

Determinati care dintre conditiile teoremei lui Rolle nu se verifica si convingeti-va cd,
1n acest caz, concluzia teoremei lui Rolle este falsa.

y
Corolare ale teoremei lui Rolle
1. Intre doud zerouri ale unei functii derivabile pe un ~ \Gf
interval se afla cel putin un zerou al derivatei acestei functii a ol ¢ b x
(fig. 4.12). Fig.4.12
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2. Intre doui zerouri consecutive
ale derivatei unei functii derivabile
pe un interval se afla cel mult un
zerou al acestei functii (fig. 4.13).

Fig.4.13
6.3. Teorema lui Lagrange

Teorema 23 (teorema lui Lagrange'). Fie f: [a, b)]—>R.
Daca functia f este continud pe [a, b] si derivabila pe (a, b),
atunci exista cel putin un punct ce (a, b), astfel incat

f®)=f(@)=f"(c)-(b-a).

Demonstratie
Consideram functia auxiliara F: [a, b)] > R, F(x)= f(x)—mx,
me R. Functia F' este continud pe [a, b] si derivabild pe (a, b). Determinam constanta

S(b)—f(a)
b—a

Joseph Louis Lagrange

me R, astfel incat F(a)=F(b), adica m= . Cum functia F satisface

conditiile teoremei lui Rolle, rezultad ca existad cel putin un punct ce (a, b), astfel incat
F'(c)=0.
Din relatiile F'(x)=f"(x)—m si F'(c)=0 rezultd ca f'(c)=m.

Prin urmare, f’(c)= W, sau f(b)—f(a)=f"(c)-(b—a) (1). p»

Interpretare geometrica. Graficul functiei f ad- a) y
mite tangentd in orice punct x€ (a, b). Dreapta care ()] e ——
trece prin punctele A(a, f(a)) si B(b, f(b)) are panta
S(b)= f(a)

b—a
punctul (c, f(c)) are panta f'(c)=m,. Cum m, =m,,

=m,, iar tangenta la graficul functiei f 1n

rezulta ca aceste drepte sunt paralele.

Asadar, 1n conditiile teoremei lui Lagrange, exista
cel putin un punct al graficului G, in care tangenta
este paraleld cu secanta AB (fig. 4.14).

Exercitiu rezolvat

% Sa se aplice teorema lui Lagrange functiei f: [0, 2] > R,

6-2x", xe[0,1]

f(x)=44 si sd se determine efectiv c.
;7 X€ (17 2]a

' Joseph Louis Lagrange (1736—1813) — matematician si mecanic francez.
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Rezolvare:

Functia f este continud si derivabild pe fiecare dintre intervalele [0,1) si (1, 2].
Deoarece f(1-0)= f(1)= f(14+0)=4, rezultd cad functia f este continud in punctul
x, =1 si deci continua pe [0, 2].

—4x, daca xe0,1)

Avem f1)=1_4 " gaca xe (1, 2],
X

In baza definitiilor derivatelor laterale, f'(1)= £,/ (1) = —4. Rezultici f’(1) =—4. Deci,
functia f este derivabild pe (0, 2). Atunci, conform teoremei lui Lagrange, exista cel
putin un punct ce (0, 2), astfel incat f(2)— f(0)= f'(c)-(2-0), adicd f'(c)=-2.
Tinand cont de derivata functiei f pe intervalele indicate, obtinem ecuatia —4c=-2
pentru ce (0, 1) si ecuatia —i2:—2 pentru ce (1, 2), cu solutiile ¢, =0,5 si respectiv

c
c, = V2. Asadar, am obtinut doud puncte: ¢, si c,.
Raspuns: ¢, =0,5; c, =42.
Observatii. 1. Formula (1) se numeste formula lui Lagrange sau formula cresterilor
finite.
2. Ca si in cazul teoremei lui Rolle, punctul ¢ nu Intotdeauna este unic pentru functia
data.
3. Teorema lui Lagrange este o generalizare a teoremei lui Rolle.
Intr-adevar, daca in teorema lui Lagrange se verifica si conditia f(a) = f(b), atunci
din formula (1) rezultd ¢ f’(c) =0, adica obtinem concluzia din teorema lui Rolle.

4. Corolarul referitor la monotonia functiei se va studia in modulul 5 (teorema 2, § 1,
secventa 1.1).

Corolare ale teoremei lui Lagrange

1. Dacd f: I - R este derivabila si f'(x)=0, Vxe I, atunci f este constanta pe /.

2.Dacd f, g: I >R sunt derivabile pe intervalul /si /" =g’, atunci functia g — f
este constanta pe /.

3. Fie f o functie definita intr-o vecindtate } a punctului x,, derivabild pe V' \{x,} si
continud in x,. Daca existd A= }Lrg f'(x,), A€ R, atunci existd f"(x,) si f'(x,)=A.

Observatie. Corolarul 3 impune o conditie suficientd ca f sa fie derivabila in x,.

Aceastd conditie nu este 1nsa si necesara.
) xz-sinl, dacd x#0 o
De exemplu, functia /: R—>R, f(x)= b este continua si deri-
0, daca x=0,
vabila in x, =0, dar lim f ’(x) nu exist.
x>
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6.4. Regulile lui I’Hospital

Unele limite de functii pot fi calculate cu ajutorul derivatelor.
Aplicarea urmatoarelor doud teoreme, numite regulile lui
I’Hospital', fac posibil calculul unor limite de forma lim Jgr Exi

X=X
cazurile in care lim f(x)=lim g(x)=0 sau dacd aceste limite
X=X X=X

sunt infinite. y / '
Guillaume de I’Hospital

ol

6.4.1. Regula lui I’Hospital pentru cazul exceptat

Teorema 24. Fie /un interval (/ cR), x, €/ sifunctiile 1, g: 7\{x,} - R. Daca

1) lim f(x)=1lim g(x) =0, 2) functiile f'si g sunt derivabile pe 7\ {x,},
3) g(x)#0, VxeV(x,)NI, 4) exista limita (finitad sau infinitd) lim (j; ,8; ,

atunci existd limita.lim fE ;’ i | lim Jgpéxi o ]gpgg

6.4.2. Regula lui I’Hospital pentru cazul exceptat z

Teorema 25. Fie / un interval, x, € / si functiile f, g: /\{x,} = R. Daca
1) lim f(x) =lim g(x) =, 2) functiile /" si g sunt derivabile pe 7\ {x,},

3) g (x)#0, Vxe V(x,)NI, 4) exista limita (finitd sau infinitd) lim g ,83 ,
atunci exista limita lim S ),si lim f () 11m&
xX—Xxg g(x) X=X g(x) X—Xq g (x)

Observatii. 1. Teoremele 24 si 25 sunt adevdrate si pentru limite laterale In punctul
indicat.

2. Regulile lui I’Hospital sunt adevarate si in cazul in care x —> oo,
3. Teoremele 24 si 25 reprezintd conditii suficiente pentru rezolvarea cazurilor

0 oo
exceptate 0 sau —.

4. Daca nedeterminarea 0 sau = este prezentd atat in lim S (x)’ catgiin lim A ,(x)
0 [oe] xX—Xxq g(x) x—xg g (x)

si daca functiile f, g, f’, g, precum si ambele aceste limite verifica conditiile regulii

. . . . f(x)
respective a lui I’Hospital, atunci lim
b P fim e = ey

s-a aplicat succesiv de doua ori regula lui I’Hospital.

In acest caz se spune ci

' Guillaume de I’Hospital (1661—1704) — matematician francez.
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Exercitiu rezolvat

% Si se calculeze: 1. lim s1;13x; 2. lim 2X

x—0 X X—>+oo ex

Rezolvare:

. sin3x (sin3x)" .. 3cos3x _ 3
1. £1£101 7 —(0) 11 xY —£1£I(} > o

2. lim 2—x:(3): lim ( ' tim 2 =0,

X—>+oo ex X—>+oo (ex) X0 ex

Observatie. In unele cazuri apare necesitatea de a aplica succesiv regulile lui 1’Hospital
de trei sau de mai multe ori.

6.4.3. Cazurile exceptate (-0, o0 —c0, 17, 0" ("
Cazurile exceptate 0-oo, co—o0, 17, 00" 0° pot fi reduse la cazul exceptat 0 sau la

oo 0
cazul exceptat — prin metodele propuse in modulul 2.

Exercitii rezolvate

% 1. Sa se calculeze:

2) lim(x*-Inx);  b) lim (L—%} o limx's  d) hm(x 1) .

0| tgx oo x4 1
Rezolvare: 1 {
a) Suntem in cazul exceptat 0- oo, Avem x° -lnng. Atunci f(x)=Inx, g(x)=—,
? X
si f,g:(0, +o0) >R, lin})lnx:—oo hmoi—+oo Functiile f si g sunt derivabile:
xX—>H x—=>+0 x
F =10 5i g(x)= —l 0, Vxe (0, +oo).
2
Asadar, lim(x*Inx) = lim FACI N (€ R =lim| - |=0.
x—+0 x—=+0 g(_x) x—=+0 g (x) x—+0 _l x—+0 2
3
Rdspuns: limo(x2 ‘Inx)=0. o
b) Avem cazul exceptat oo —oco, Cum I _1_x-tgx , obtinem cazul exceptat 0
tgx x  xtgx 0
Deci, (1 1 )
T )
1in3(%——] (o0 — 00) = lim ttgx) (0):1ino1 8 i S Xl
ol tgx  x w0 (xtg x) x> tg x+ x2 ¥=0 cos” xtg x +x
cos” x
cos’x—1 . cosx—=1 (0)_ ,_  (cos’x—1) . —Dcosxsinx _
=lim =lim =|— |=lim ~=1lim =
¥=0 COSX-sinx+x x>0 1 2 0) x>0 . =0 cos2x+1
Esm x+x (Zsm2x+x)

Raspuns: lim (L 1 J =0.
x—0 g X X

Observatie. In exemplul b) am aplicat regula lui I’Hospital succesiv de doui ori,
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deoarece, aplicand-o prima datd, am obtinut iardsi cazul exceptat o
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¢) Avem cazul exceptat 0°. Fie f(x)=x". Atunci In f(x)=x-Inx.
Deci, f(x)=¢e""".

1
’ _
. . Inx (e . (Inx . .
Deoarece lim(xInx)=Ilim——= — |=lim ( ), = lim —X— =0, obtinem:
x40 PENTO | oo x>+ (] =0 ]
X ; x2
. . . | lim (xInx)
limx* =lim f(x) = lime™™ =" =e =1.
X—+0 X—+0 x—+0

Raspuns: lim0 x =1

x>+

d) Suntem in cazul exceptat 1”.

2x
Fie f/: D >R, f(x):(x—_l) , atunci lnf(x)=2x-lnx_1.

x+1 x+1
1nx—l 2
2
Prin urmare, limn £(x)= lim —+1 =(%)= lim &=l
2x o

2x
. -1 -
“ | X _ 4 )
Raspuns xl_r)g(—x | ) e

Exercitiul d) poate fi rezolvat si cu ajutorul formulei u” =e"™".

II Observatie. Regulile lui I’Hospital se folosesc si la calculul unor limite de siruri.

% 2. Si se calculeze lim 4/n.

n—>+oo

Rezolvare: 1
Consideram functia f: R, =R, f(x)=x", si calculim lim f(x).
Suntem in cazul exceptat o

Logaritmand f(x), avem cazul exceptat = :

1nf(x)=%lnx, iar 1im1n—x:(i)= fim 1) _ i L2,

x oo rote (x) xobe x
Inx fnn
. . . . n . 0
Prin urmare, lim ——=0. Atunci lim vn=1lime" =¢ =1.
Xt X n—>oo n—too

Raspuns: lim %zl.

Inn

% 3. Sa se calculeze lim —-.

n—teo g

Rezolvare:
lim 1077 = jjpy 10X :(i)z tim 88 i Lo,

noteo X—>+oo x2 oo X—>+oo (x2)/ X—>+oo 2X2

Raspuns: lim n7_o.

n—+oo n2

Observatie. In calculul limitelor de functii se recomandi combinarea metodelor
elementare cu regulile lui I’Hospital.
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Modulul 4

A 1

Exercitii propuse |

Profilul real

m Lucrati in perechi! Sa se determine iIn care dintre punctele indicate sunt verificate
conditiile teoremei lui Fermat pentru functia f definita grafic:
y y y

0] Xo X X /0‘ xoxl\y X / Xo Xs X
a) b) <)

Y y

/\y

9/-’% ;Cl ;Cz X o0 )ICO G> X )270 0‘ )Icl X
d) e) f)
2. Fiefunctia f/: R—>R:

a) f(x)=2x"—x+3; b) f(x)=—x*+2x-3.

B, 5.

. Fie functia f: [-1,1] >R, f(x):{

1) Sa se rezolve ecuatia f’(x) =0 si sd se determine dacd sunt verificate conditiile teoremei
lui Fermat In punctul x,, unde x, este solutia acestei ecuatii.

2) Sa se reprezinte graficul functiei f §i sa se interpreteze geometric teorema lui Fermat in
punctul x,.

. Sa se determine daca In punctul x, =1 sunt verificate conditiile teoremei lui Fermat pentru

functia f: R—=>R: a) f(x)=(x—-1)% b) f(x)=(x-1).

. Sa se traseze graficul unei functii, astfel Incat in punctele x, =—1, x, =2 sa se verifice

conditiile teoremei lui Fermat.

Investigati! Sa se dea exemple de functii pentru care un numar finit de puncte ale
intervalului respectiv sunt puncte de extrem local, dar in aceste puncte nu se verifica
teorema lui Fermat.

. Fie functia /: R—>R, f(x)=x-x".

a) Sa se arate cd functia f satisface conditiile teoremei lui Rolle pe intervalele inchise
—-1<x<0 51 0<x<I.
b) Sé se determine valorile corespunzatoare ale lui c.

Investigati! Sa se studieze aplicabilitatea teoremei lui Rolle functiei f si, in caz afir-
mativ, sa se determine efectiv punctul c:
a) f1[-L3]->R, f(x)=(x+D(x-3); b) f:1[0,4] >R, f(x)=|x-2];
o) f: [—% %] SR, f(x)=sin’x; d) £: [0, 7] >R, f(x)=cos’x.
ax’ +3x—1, daci xe[-1,0)
x> +bx+d, dacd xe][0,1].
a) Sa se determine parametrii reali a, b, d, astfel incat functia f sa satisfaca conditiile
teoremei lui Rolle pe [—1, 1].
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b) Sa se aplice teorema lui Rolle functiei / cu parametrii a, b, d determinati 1n a) si sa se afle
efectiv punctul c.
9. m Lucrati in perechi! Fie functia:
a) "R->R, f(x)=((x+1)(x+2)(x+3);
b) g R—=>R, g(x)=(x>-9)(x* —16).
Sa se arate ca derivata functiei are numai zerouri reale.
10. Si se demonstreze ci ecuatia 2" (1+x1n2)—20x" =0 are cel putin o solutie pe (0, 1).
11. Fie f:[0,27]—> R, f(x)=xsinx—cosx—1. Sa se arate ca existd cel putin un punct
ce (0, 2r), astfel incat f”(c)=0.
12. Sa se aplice teorema lui Lagrange functiei f si sa se determine efectiv punctul c:
a) f:[-3,2] >R, f(x)=3x>-x+2; b) f:[1,3]=>R, f(x)=xInx;

¢) /: 10,31 >R, f (x)={2x2’ daci x€[0, 2] d) 1 [-1, 4] >R, f(x)=x+c".

S5x—2, daca xe (2, 3];
13. Sase dea exemplu de o functie f: [0, 8] >R ce satisface conditiile teoremei lui Lagrange,
pentru care punctul intermediar ce (0, 8) nu este unic.

2x° +x, dacd x<lI

4Inx+3x, daca x>1. Saseafle /(1)

14. Fie functia f/: R—>R, f(x)={

15. % Investigati! Sa se arate cd functia /: R—R, f(x)=x’+]|x|, poate avea un extrem
intr-un punct x, fard a avea derivata in punctul x,.
x*, dacd x<1

_ 1n punctul
Inx+x, daca x>1, P

16. Sa se studieze derivabilitatea functiei /: R >R, f(x)= {
x, =1, utilizand corolarul 3 al teoremei lui Lagrange.

17. Aplicand regulile lui I’Hospital, sa se calculeze limita:

3 / 3/ -
) lim2X =2 . by fim YL ) i M E2 L g gy, InCX D),
x=0 _2x +x .x~>—13x +3x x—=0 2x - X x—l X —Xx
O lim* . neN: B lim DX 4eN: g lim X)) by imlEeosx
x>t oF ’ ? xoteo x X400 X ’ =t Sin2x
18. Sa se calculeze limita: 5
2 X
a) lim(sin x)*®*; b) linol(tg x) c) lim( xz +;‘) , x>0.
=k x> x—teol T —
2
19. Aplicand regula respectiva a lui I’Hospital, sé se calculeze limita girului:
3 3
2 lim V7. b) lim 02, ¢) lim 2.
n—te 11+ 1 n—too 5({/; n—+oo 1501”
20. Fie functia f: (0,+e) >R, f(x)=Inx. Aplicand teorema lui Lagrange, sd se demon-
streze ca:
a)sirul (a,) . definitprin a, =1+ % + % +..+ 1 este divergent.
ne n
b) sirul (b,) . definit prin b, =1+ % + 1 +...+ 1 Inn este convergent.
ne n

21. Si se demonstreze, utilizand corolarul 1 al teoremei lui Lagrange, ci sin” x +cos’ x =1,
pentru orice x€ R.
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Exercitii si probleme recapitulative |

Profilul real

In exercitiile 1 i 2 determinati litera corespunzdtoare variantei corecte.

A, 1. Derivata functiei f/: R =R, f(x)=2x’—-x>+3, este
A f(x)=2x" -2x. B f(x)=6x-2x.
C f(x)=6x>-2x+3. D f'(x)=3x>-2x.
2. Fie functia f: D >R, f(x)=+2x—-2. Atunci
A f()=0. B /()=2.
C f()= % D £/(1) nu existi.

B, 7.

. %Investigaﬁ! Fie functiile f/: R—>R, f(x)=x", si 22 R=>R, g(x)=x’+x" +1.

a) Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei ,,D, € D,

b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul G, in punctul x, =1.

¢) Sa serezolve in R inecuatia f'(x)< g’(x).

d) Sa se traseze in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor f” si g’.

¢) Sa se determine coordonatele punctelor de intersectie a graficelor functiilor f” si g’.

. Saserezolve in R ecuatia f’(x) =0, unde f este functia definitd prin formula:

a) f(x)=x"—-2x"; b) f(x)=2xInx; c) f(x)=(x—-1ye".
. m Lucrati in perechi! Sa se rezolve in R inecuatia f'(x)>0, unde f este functia
2
definita prin formula f(x) =" -1
x +1

. Dintr-un punct pornesc concomitent doud mobile: primul cu viteza initialda de 8§ m/s si

acceleratia de 4 m/s?, iar al doilea — Intr-o miscare uniforma cu viteza de 16 m/s.
a) Sa se afle momentul de timp 1n care mobilele se vor intalni, daca se stie ca ecuatia migcarii
at®

2
b) Sa se determine momentul de timp ¢ in care viteza primului mobil va fi de doua ori mai mare

decat viteza celui de al doilea.

uniform accelerate este x(¢) = v, +——, iar ecuatia miscarii uniforme este x(¢) = vz.

Sa se calculeze diferentiala functiei f definita prin formula:

a) f(x)=cos(sinx); b) f(x)=sin(cosx); ¢) f(x)=In(Inx).

. Sa serezolve in R ecuatia f”(x) =0, unde f este functia definitd prin formula:

a) f(x)=sinx+cosx; b) f(x)=~/2sinx—~/2cosx; c) f(x)=e* +e™.

. a) Sd se calculeze derivatele laterale ale functiei f: R — R in punctele indicate:

1) f(x)=x2+x |x], x, =05
2) f(x)=x+|x=3], x,=3;

3) f(x)={2x’ *<0 . o

x*, x>0,
b) Sa se traseze graficul fiecareia dintre functiile f.
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10

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

. m Lucrati in perechi! Fie functia f: R—>R, f(x)=e"".

a) Sa se demonstreze ca functia f este continud in punctul x, =3, dar nu este derivabila
in acest punct.

b) Sa se traseze graficul functiei f.

Fie P: R — R o functie polinomiala. Sa se demonstreze ca daca toate radacinile polinomu-

lui P sunt reale si distincte, atunci P’ are aceeasi proprietate.

% Investigati! Sa se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei
[l +0) >R, f(x) =\/x—2\/x—1 +\/x+2\/x—1.

< < . . x—sinx
Sa se demonstreze ca desi lim ———
x>+ X 4 COS X

exista, nu pot fi aplicate direct regulile lui
I’Hospital.

Sa se verifice daca formula lui Lagrange este adevarata pentru functia f: R—R,
f(x)=2x—x", pe intervalul [0, 1] si si se determine efectiv c.

Sa se verifice justetea teoremei lui Rolle pentru functia f: D — R pe intervalul indicat:

a) f(x)=cos’x, [—%, %],
b) f(x)=sin’x, [0, 7];

) f()=(x=3)x=H(x-5), [3,5]

2x
Utilizand regulile lui I’Hospital, si se calculeze limita lim M.
w>re In(l4e™)

x=2

N1+ x?
(1+x2)2 -f”(x)+2x(1+x2)-f'(x)+f(x)=0.

Sdserezolve in R ecuatia 4" —2* =8" — 6", utilizand teorema lui Lagrange.

Fie functia /: R—>R, f(x)=

. Sa se demonstreze ca functia f verifica relatia

Un mobil se deplaseaza rectiliniu conform legii s() =e™ cos2t.
a) Si se determine constanta m, stiind ¢ s”(¢) + 2s'(¢) + 5s(t) = 0.
b) Sa se afle apoi viteza si acceleratia mobilului in momentele de timp =0 si t = %

2
(BAC, 2019) Fie functia f: R—R, f(x)= aT_1x3 +aT+1x2 +2x—1. Determinati

valorile reale ale lui a, astfel incat graficul functiei f contine un singur punct in care
tangenta la graficul functiei f este paralela cu axa Ox.




Modulul 4

Test sumativ Timp efectiv de lygrq.
45 de minyte

Profilul real
1. Fie functiile /> D, >R, f(x)= tg(3x—7j); g: D, >R, g(x)=6x+1.
a) Determinati valoarea de adevar a propozitiei: ,, D,» < D, ”. A/F @
b) Rezolvatiin R ecuatia f'(x)=g’(x). ®
¢) Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x, =7. @
d) Calculati diferentiala functiei g(f(x)). @
il
2. Utilizand regulile lui I’Hospital, calculati limita 1ir101(cos x)*. ®
. . *+bx+d, daci xe[-1, 0]
3. Fiefunctia f: [-1, 1] >R, f(x)=4* TP+ :
iefunctia /2 [=L1I=R, f(x) {1+1n(x2 +1), daci xe (0, 1].
a) Aflati a, b, d € R, astfel incat teorema lui Rolle sa poata fi aplicata functiei f. ®
b) Aplicati teorema lui Rolle functiei f, cu parametrii a, b, d determinati in a). @
4. Un mobil se deplaseaza rectiliniu conform legii s(f)=3¢" +91Inz+18 (distanta s este ®
exprimata in centimetri, iar timpul ¢ — in secunde). Aflati momentul de timp ¢ in care
acceleratia este de 2 cm/s2.
Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte | 36-35 | 34-31 | 30-27 | 26-22 | 21-16 | 15-11 | 10-7 | 64 3-2 1-0
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5 Aplicatii ale derivatelor

Objective

*aplicarea derivatei la determinarea intervalelor de monotonie si a extremelor functiei;

‘recunoagterea si utilizarea in diverse contexte a notiunilor punct critic, punct de extrem,

extremele functiei,

=3 “determinarea cu ajutorul derivatei a punctelor de inflexiune, a intervalelor de concavitate si de
convexitate ale graficului unei functii;

=3 "utilizarea metodelor ce tin de aplicatiile derivatei ca metode noi de studiere a functiei, de
rezolvare a problemelor teoretice si practice;

=3 “aplicarea derivatelor la rezolvarea unor probleme de maxim si minim din geometrie, fizica,
economie etc.;

=3 "utilizarea derivatelor pentru a identifica si explica procese, fenomene din diverse domenii.

In acest modul vom aplica derivatele de ordinul intai si derivatele de ordinul doi la
studiul variatiei functiilor, vom rezolva diverse probleme de geometrie, fizica si din alte
domenii, probleme care, in majoritatea cazurilor, nu pot fi rezolvate folosind metode
elementare.

B Rolul derivatei intéi in studiul functiilor

1.1. Intervalele de monotonie ale unei functii

In studiul variatiei unei functii este important si cunoastem in ce conditii functia este
constanta sau monotond pe un interval dat. Am stabilit deja ca@ derivata unei functii con-
stante pe un interval dat este egald cu zero. Va fi utila si reciproca acestei afirmatii.

Teorema 1. Fie f: E—>R (E cR) o functie derivabila. Daca derivata functiei f°
este egald cu zero pe un interval / C E, atunci functia f este constantd pe acest
interval.

Demonstratie

Fie f’(x)=0, Vxe [. Fixam pe intervalul / un punct x, si fie punctul xe 7, x# x,.
Pe intervalul [x,, x] (saupe [x, x,]) functia f satisface conditiile teoremei lui Lagrange
(modulul 4, § 6, secventa 6.3). Conform acestei teoreme, existd un punct c situat intre x,
si x, astfel incat f(x)— f(x,)=f"(c)(x—x,). Deoarece f’(c)=0, din ipoteza, rezultd
cd f(x)= f(x,). Prin urmare, in orice punct xe / functia f ia valoarea f'(x,), adica
functia f* este constantd pe 1. P
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Corolar. Daca f si g sunt functii derivabile si f"=g’ pe un interval I, atunci func-
tille f si g difera pe / printr-o constanta: f(x)=g(x)+C, Vxel, CeR.

Demonstratie

Consideram functia @ = /' —g. Atunci @’(x) = f'(x)—g’(x) =0, Vxe I. Astfel, func-
tia @ este constantd pe / i, prin urmare, f(x)=g(x)+C,Vxel, CeR. pp»

Exercitiu rezolvat

% Sa se determine intervalele pe care functiile f'si g diferd printr-o constanta si sa se
afle aceasta constanta:

fTR->R, f(x)=arctgx; g:R\{-1,1} >R, g(x)=%arctg 2x

1—x*

Rezolvare:
Pe fiecare dintre intervalele /, =(—oo, —1), 1, =(=1,1) si I, =(1, +oo), functiile f'si g

au derivatele egale: f’(x)=g'(x)= Asadar, pe fiecare dintre aceste intervale,

1+x*
functiile date diferd printr-o constanta: f(x)—g(x)=C,, Vxel; f(x)—gx)=C,,
Vxe l,; f(x)—g(x)=C,, Vxe [,. Pentruintervalul 7, obtinem C, =0 (ne convingem
T

> si respectiv C, :E, daca, de

luand x =0), iar pentru intervalele /, si [; avem C, =— >

exemplu, x tinde la —co si respectiv la +eo,

2x ®
1-x> 2

2x
1-x*°

Astfel, am obtinut: arctgx = %arctg , Vxe (—eo,—1); arctgx = % arctg

Vxe (-1, 1); arctglearctg 2x2
2 l1-x

Relatiile obtinute pot fi demonstrate si prin metode elementare, fara aplicarea derivatei.

+%, Vxe (1, +o0).

Observatie. In baza exercitiului rezolvat, tragem concluzia ci din faptul ca functia f
este definitd pe reuniunea a doud (sau mai multe) intervale disjuncte, 1,, I,, [, (1, =D,
si f/(x)=0, Vxel UL, inca nu rezultd ci ea este constantd pe multimea 7, U7,.

-1, dacd xe (—ee, 0)

< are derivata nula in
1, daca xe (0, +o0),

De exemplu, functia f: R\{0} >R, f(x)= {

fiecare punct al multimii 4 = (—eo, 0)U (0, +0), insa ea nu este constantd pe A.

Vom stabili acum un criteriu important si eficient de determinare a intervalelor de
monotonie ale unei functii derivabile.

Teorema 2. Fie f: I - R o functie derivabila pe intervalul /. Functia f este cres-
catoare (descrescatoare) pe I daca si numai dacad f(x)>0 ( f'(x)<0), Vxel.

Demonstratie
f@=fG) 4
X=X,

0
Vx,x,€ I, x#x,. Fixand x, €  sitrecand in acest raport la limitd cand x — x,, obtinem

cd f'(x,)=0, Vx, el

Necesitatea. Presupunem ca functia f este crescatoare pe /. Atunci
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Rationament similar se face si in cazul in care f este o functie descrescitoare pe
intervalul /.

Suficienta. Sa consideram punctele arbitrare x,, x,€ I, x,<x,, si fie f/(x)>0
pe 1. Aplicand functiei f teorema lui Lagrange pe intervalul [x,, x,], obtinem ca
f(x)— f(x)=f"(c)(x,—x,), unde ce (x,, x,) si f'(c)=0. Cum x, —x, >0, rezultd
cd f(x,)— f(x,)=0, adica f(x,)= f(x,). Deci, functia f este crescitoare pe /.

Analog, dacd f’(x)<0, Vxe I, obtinem ca functia f este descrescatoare pe I. P

Observatii. 1. Daca f’'(x)>0, Vxe I, atunci functia f este strict crescatoare pe /.
2. Daca f’(x)<0, Vxe I, atunci functia f este strict descrescatoare pe 1.

3. Din faptul cé functia f este strict crescatoare (strict descrescatoare) pe / nu rezulta
cd f’ nuse anuleazi in niciun punct din /. De exemplu, functia /: R >R, f(x)=x",
este strict crescatoare pe R, insd f’(0)=0.

Vom ardta ca daca functia f: / - R este derivabila pe /cu f'(x)>0, Vxe I\{x,},
atunci ea este strict crescatoare pe / (daca f’(x)<0, Vxe I\{x,}, atunci ea este strict
descrescitoare pe I). Intr-adevar, din observatia 1 rezultd ca functia f este strict
crescdtoare pe cele doua intervale determinate de punctul x,. Mai ramane sa comparam
valoarea functiei f In punctul x, cu celelalte valori ale ei. Conform formulei lui Lagrange
avem w:f@l) >0, Vxel, x<ux,si %f(x()):f(cz) >0, Vxel, x>x,.

0 0
Rezultd ca f(x) < f(x,) pentru x<x,, respectiv f(x,)< f(x) pentru x, <x. In mod

similar se aratd ca daca functia f: 7 — R este derivabilape Icu f'(x)<0, Vxe I\{x,},
atunci ea este strict descrescatoare.

Concluzie. O functie derivabila este strict monotond pe intervalele pe care derivata
sa isi pastreaza semnul. Prin urmare, pentru a stabili intervalele de monotonie ale unei
functii derivabile, determinam intervalele pe care derivata sa isi pastreaza semnul.

Exemple

1. Functia f: R—R, f(x)=x"+2x, este strict crescitoare pe R, deoarece
f(x)=3x"+2>0, VxeR.

2. Functia f: R—>R, f(x) =x>—x+1, este strict descrescitoare pe (—oo, %] si
strict crescatoare pe [%, +o0 } intrucat f’(x)=2x-1<0, Vxe (—oo, %) si f/(x)>0,
1
Vxe (3, oo )
3. Functia /: R—>R, f(x)=sinx—ux, este strict descrescatoare pe R, deoarece
f(x)=cosx—1=0 in punctele x=2km, ke Z, iar in celelalte puncte f’(x)<O0.
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Exercitiu rezolvat

% Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f(-2, 2) >R,
(1+x)°, dacd 2<x<-1
f(x)=140, daca -1<x<1
(1-x)* dacd l<x<2.
Rezolvare:
Ne convingem ca functia f* este derivabila pe (-2, 2) si
2(1+x), daca -2<x<-1
f'(x)=10, dacd -1<x<1
—2(1-x), daca I<x<2.
Deoarece f’(x)<0 peintervalul (-2, —1) si f’(x) >0 pe intervalul (1, 2), rezultd ca
pe primul interval f este strict descrescatoare, iar pe al doilea este strict crescatoare. Pe
intervalul [—1, 1] functia /" este constantd, fiinded f’(x)=0, Vxe[-1,1].

1.2. Puncte de extrem ale unei functii

Reamintim!
Definitii. Fie functia f: I >R (I < R).
* Punctul x,€ / se numeste punct de maxim local al functiei f* daca existad o
vecinatate ¥(x,) a lui x,, astfel incat f(x)< f(x,), VxeV(x,)N1. In acest
caz, valoarea f(x,) se numeste maxim local al functiei / in punctul x,.
* Punctul x, €/ se numeste punct de minim local al functiei f dacd existd o
vecinitate V(x,) a lui x,, astfel incat f(x,)< f(x), Vxe V(x,)NI. In acest
caz, valoarea f(x,) se numeste minim local al functiei f in punctul x,.
* Punctele de maxim local si de minim local ale functiei f* se numesc puncte de
extrem local ale acestei functii.
* Valorile functiei f in punctele ei de extrem local se numesc extremele locale
ale acestei functii.

Definitii. Fie functia /= I >R (I =R).

* Punctul x,€ / se numeste punct de maxim global al functiei f pe / daca
f(x)< f(x,), Vxel, iar valoarea f(x,) se numeste maximul global al functiei f
pe L

* Punctul x,e/ se numeste punct de minim global al functiei f pe / daca
f(x,)< f(x), Vxel, iar valoarea f(x,) se numeste minimul global al functiei f
pe L

* Punctele de maxim global si de minim global ale unei functii se numesc puncte
de extrem global ale acestei functii.

* Valorile functiei f in punctele ei de extrem global se numesc extremele globale
ale acestei functii.
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Observatii. 1. Un punct de maxim (minim) local nu este In mod necesar un punct de

maxim (minim) global. Un punct de maxim (minim) global este totodata si un punct de

maxim (minim) local.

2. Este posibil ca un minim local al unei functii sa fie

mai mare decat un maxim local al aceleiasi functii.
De exemplu, functia f: [a,b] >R (fig. 5.1) are

in punctul x, un minim local mai mare decat maximul

local din punctul x,.

3. Daca functia f:[a, b)]—> R este continua pe

intervalul [a, b], atunci, conform teoremei lui Weier-

strass, functia f isi atinge pe acest interval margi-

nile M = sup f(x) si m= i[nfb]f(x), care sunt
xela, b] xela,

extremele globale ale functiei f pe intervalul [a, b].

Fie f: I =R o functie derivabila pe intervalul deschis /. Din teorema lui Fermat
rezultd ci dacd x,€/ este un punct de extrem local al functiei f, atunci f”(x,)=0.
Astfel, teorema lui Fermat pune 1n evidenta faptul ca derivata unei functii se anuleaza
in orice punct de extrem local al intervalului deschis 1.

Concluzii. Fie functia f: I — R derivabila pe intervalul deschis 7 si f'(x,)=0, x,€I.

1. Daca f'(x)>0, Vxel, x<x,, si f(x)<0, Vxel, x>x,, atunci x, este punct
de maxim local al functiei f. Se noteazd: ~ f(x,) . Semnul .~ (™) semnifica
faptul ca functia este monoton crescatoare (descrescatoare) pe intervalul respectiv.

2. Daca f'(x)<0, Vxe I, x<x,, si f(x)>0, Vxe I, x> x,, atunci x, este punct
de minim local al functiei /. Se noteaza: >\ f(x,) .

3. Daca derivata functiei f are acelasi semn la stanga si la dreapta lui x,, atunci x,
nu este punct de extrem local al acestei functii.

Definitie. Fie functia f: / — R derivabila pe intervalul deschis /. Punctele din
intervalul 7 in care f” ia valoarea zero se numesc puncte critice (sau stationare)
ale functiei f.

Observatie. Concluziile 1-3 raman adevarate si in cazul 1n care functia £, fiind continua
in punctul x,, nu este derivabila in x,. Astfel de puncte de asemenea se numesc

puncte critice (stationare) ale functiei f.

De exemplu, functia f: R—>R, f(x)=|x|, nu este derivabila in punctul x, =0,
insa 0 este punct de minim local al acestei functii.

—1, dacd xe€ (-0, 0)

Intr-adevar, f7(x)= {1 daca xe (0, +eo)

si in punctul x, =0 derivata isi schimba

semnul din ,,—” In ,,+”.
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Intervalele de monotonie, punctele de extrem local si extremele locale ale unei functii
derivabile pe un interval deschis sau pe o reuniune de intervale deschise pot fi determi-
nate aplicand urmatorul algoritm:
@ Se calculeaza 1.
® Serezolva ecuatia f”(x) = 0; solutiile acestei ecuatii (zerourile functiei f’, precum
si punctele n care f nu este derivabild) sunt eventualele puncte de extrem local ale
functiei f.

® Se determind semnul functiei f” pe intervalele pe care ea nu se anuleaza.

@ Se stabilesc intervalele pe care functia f” isi pastreaza semnul, acestea fiind inter-
valele de monotonie ale functiei f.

® Se determina punctele de extrem local si extremele locale ale functiei f.

Exerecitii rezolvate
% 1. Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei /: R >R, f(x)= x® +9x%.

Rezolvare:

f'(x)=3x* +18x =3x(x +6). Punctele critice ale functiei f sunt —6 si 0.

Constatam ca:

+  f’(x)>0 peintervalele (—eo, —6), (0, +o0), prin urmare, in baza observatiei 1 (secven-
ta 1.1), functia f este strict crescatoare pe intervalele (—eo, —6], [0, +o0);
*  f’(x)<0 pe intervalul (-6, 0), deci functia f este strict descrescitoare pe inter-

valul [-6, 0].

Rezultatele acestui studiu pot fi trecute In asa-numitul tablou (tabel) de variatie al
functiei. Pe linia intdi a acestui tablou se indica domeniul de definitie al functiei si
punctele in care derivata ei se anuleaza sau nu existd. Pe /inia a doua se scriu semnele
functiei f” pe intervalele unde ea nu se anuleaza. Pe ultima linie se indicd cresterea
(.7), descresterea () functiei, precum si extremele ei locale.

Obtinem tabloul de variatie al functiei f: . 6 0 oo

+ 0 - 0 +
108 0 7

Asadar, —6 este punct de maxim local al y
functiei f'si f(—6) =108 este maximul ei lo-
cal, iar O este punct de minim local al functiei

si f(0)=0 este minimul ei local.

% 2. Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f/: R —> R,

x+l 2+£ daca x<—l
2 2’7 2

f(x)=qarcsin x+arccosx, dacd ——<x <

2
—(x—l) +£, daca x>l.

1
2

| —

2 2 2

Rezolvare:
Deoarece f —l—O =fl-=+0 =z si fl=-01=f l+0 =T rezulti ci
2 2 2 2 2 2’
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Z(x +%), daca x < —%

functia f este continud pe R. Calculdm derivata: f’(x)=40, dacd ——<x<

| —
N | —

2

Prin urmare, f’(x) <0 pentru orice xe R si deci functia este descrescitoare pe R. Mai

1 < 1
—Z(x——), daca x >§.

putem preciza ca f este strict descrescitoare pe intervalele (— oo, —%] si l:%, + o0 ), iar
. 1 1 . -
pe intervalul ~5 5 este si constanta.

% 3. Fie functia /: R—R, f(x)=e" —x. Sa se stabileasca intervalele de monotonie,
punctele de extrem local si extremele locale ale functiei f.

Rezolvare:

f/(x)=e"—1=0«< x=0. Derivata functiei / nu se anuleaza pe intervalele (—eo, 0)
si (0, 4o0). Pe primul interval f’(x)<0, iar pe al doilea f”'(x)>0. Deci, pe (=, 0]
functia " este strict descrescatoare, iar pe [0, 4+oo) — strict

crescatoare. Punctul x, =0 este punct de minim local al _* |~ 0 oo
functiei /i f(0)=e’ =1 este minimul ei local. f - 0 -
Tabloul de variatie al functiei f este: f ~ 1

Observatie. Cunoscand tabloul de variatie al unei functii, pot fi stabilite inegalitati de
tipul f,(x)= f,(x), xe E. Pentru aceasta, studiem variatia si semnul functiei diferenta
f1E=R, f(0)=£,00- f(x).
Exercitiu rezolvat
% Sa se arate ca pentru orice x >—1 este adevaratd inegalitatea In(1+ x) < x.
Rezolvare:
Consideram functia f definita prin diferenta expresiilor din cei doi membri:
fi(=1,4) >R, f(x)=In(l+x)—x. Studiem variatia acestei functii cu ajutorul deri-

. ’ 1 —X
vatel. Avem f'(x)=——-1= .
S 1+x 1+x x |-l 0 e
.. .. T
Tabloul de variatie al functiei f este: 1+ 0 -
Deoarece maximul functiei este 0, rezulta ca functia ¢ | © _~ o~

este negativa pe (—1, +<0), adica In(1+x)—x<0.
Asadar, In(1+x)<x si egalitatea are loc numai pentru x =0.

1.3. Determinarea extremelor globale

Fie functia f: [a, b] =R derivabila pe (a, b) si continui pe [a, b]. In baza teore-
mei lui Weierstrass, functia f 1si atinge marginile sale pe [a, b], adica exista punctele
X,, X, € [a, b], astfel incat f(x,)= i[nfb]f(x) =m, f(x,)= sup f(x)=M. Daca punctul

. . . . . ., elab] .
x, (x,) este situat in interiorul intervalului [a, b], atunci in acest punct, conform teoremei

lui Fermat, functia f are un minim (maxim) local, deci f’(x,)=0 (f’(x,)=0). Iinsa
marginile m si M pot fi atinse de functia f si la extremitatile intervalului [a, b].
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De exemplu, functia f- [ 3; ] — R, f(x)=cosux, isi atinge cea mai mare valoare a
sa, M =1, 1n punctul 0.
Extremele globale ale unei functii continue f: [a, b] - R si derivabile pe (a, b) pot fi
determinate aplicand urmatorul algoritm:
@ Se afla valorile functiei f la capetele intervalului [a, b], f(a)si f(b).
® Se afla punctele critice ale functiei £, adica se rezolva ecuatia f'(x)=0, xe€(a, b).
® Se calculeaza valorile functiei f in punctele critice deja determinate si se compara
cu valorile acesteia la capetele intervalului: cea mai mica (mare) dintre aceste valori
va fi minimul (maximul) global al functiei f pe [a, b].
Exercitiu rezolvat
% Sa se determine, pe intervalul indicat, extremele locale si extremele globale ale func-
tiei /2 1 —>R:
a) f(x)=x"+2x-10, I=[-1,5]; b) f(x)=x"—4x+6, I=[-3,10].
Rezolvare:
a) f'(x)=3x>+2>0, Vxe[-1, 5]. Astfel, functia f este strict crescitoare pe inter-
valul [~1, 5]. In acest caz, m= f(=1)=—13, M = f(5)=5’+2-5-10=125.
b) f'(x)=2x-4, Vxe[-3,10]. Rezolvim ecuatia f’(x)=0 siaflam punctele critice
ale functiei f: 2x—4 =0 x =2. In punctul 2, functia f are un minim local si f'(2)=2.
Deci, m =min[ f(-3), f(2), f(10)]=min[27, 2, 66]=2,
M =max[ f(-3), f(2), f(10)]=max[27, 2, 66] = 66 sunt extremele globale ale
functiei f.
Observatie. Daca functia derivabild f este definita pe intervalul / =(a, b), finit sau
infinit, atunci 1n algoritmul anterior valorile f(a) si f(b) se vor inlocui cu lim f (x) st

respectiv 11rn f (x). Se calculeaza marginile m—mf f(x) si M=supf (x) care, 1n
xel

general, nu sunt atinse de functia f.

Exercitiu rezolvat

% Sa se determine marginile functiei:
a) 2 (=0, 0) >R, f(x)=¢"—x; b) T R—>R, f(x)=
Rezolvare:
a) f(x)=e"-1<0, Vxe (-, 0). lim f(x) =+ee, lim f(x)=1.
Prinurmare, m= inf f(x)=1, M = sup f(x)=+eco siaceste valori nu sunt atinse

xe(—o0, 0) —o0, 0
de functia f. 0

b) (=X "2 g x=3 sau x=1.

(+3)
f)=—%, f=1, lim [(1)=0si lim f(x)=0.

x+1
x*+3

 m=i —mind—L o Lo 4o —maxd—L o Ll_Lg
De01,m—1x161'£f(x)—mm{ 6,O, 2}— 6,M—i1:“£)f(x)—max{ 6,0, 2}—251

aceste valori sunt atinse de functia f.
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Exercitii propuse |

Profilul real
A, 1. Sase afle punctele de extrem local si extremele locale ale functiei f: R — R:
a) f(x)=x"=8x*+12; b) f(x)=x"—4x’ +6x> —4x+5; ¢) f(x)=(x"=10)(x+5)*;
d) f(x)=x"—6x; e) f(x)=(x—-1)(x+2); f) f(x)=2x"+2x-5.
2. m Lucrati in perechi! Sa se determine, pe intervalul indicat, extremele globale ale func-
tiei f: I > R:
a) f(x)=x’-6x>+9, I=[-1,2]; b) f(x)=x"—x, 1=[0,5].
B, 3. Sase determine intervalele de monotonie, punctele de extrem local, extremele locale si sd se
completeze tabloul de variatie al functiei f: D —>R: :
8) f()=x -5 4501 b) f()=x'Inx; 0 f(0)=e";
3
d) f(x)=arctgx—Inx; ©) f(¥)=7 fxz ; f) f(x)=(x+DVx’ —1.
4. % Investigati! Pentru care valori ale parametrului real a functia f: R—R este cresca-
toare pe R:
a) f(x)=ax—In(1+x?); b) f(x)=arctgax+x; ¢) f(x)=ax—sinx?
5. (BAC, 2011) Determinati valorile reale ale parametrului a pentru care functia f: R >R,

f(x)= %(a2 —Dx’ +(a-1)x" +2x+1, este crescatoare pe R.

. Aplicand derivata, sa se arate ca functiile f, g difera printr-o constanta si sa se determine

constanta respectiva:

a) f,e:R—>R, f(x)=sin2x, g(x)=1+2sinxcosx;
b) f,g: (-, 1) >R, f(x)=arctgx, g(x)= arctg%;
¢) f,g: (-1,1) >R, f(x)=arcsinx, g(x)=—arccosx.

. Sd se scrie intervalele de monotonie ale functiei f: [-5, 5] — R reprezentate grafic.

Y y

EWA\INYA ANEW§
7—20\\1/5 x 5\ /0] '«

b
™~
o~

nd-----T=
=

a) b)
. Sé se determine, pe intervalul indicat, extremele locale si extremele globale ale functiei
fiI—->R:  a) f(x)=x"'-8x"+3, I=[-1,2];
b) f(x)=sinx+cos’x, I=[0,7]; ¢) f(x)=x-2Inx, 1=(0,e].
. Sa se afle punctele de extrem local si extremele locale ale functiei f: D — R:
a) f(x)= g:gz ; b) f(x)=sin’ x+cos’ x; ¢) f(x)=x—_2arctgx;
O SO=(-Ds o) f=x'e h f=1x

x,daca x<0
xInx, daca x > 0;

g ()= x—1] Vxr2; ) f(x>={ ) f(0)=(x+De".



Aplicatii ale derivatelor

C] 10. @"ﬁﬁ Lucrati in perechi! Se considera functia f: R—R: f(x) = Vit - V(x =17,
a) Sa se calculeze f” pe R\{0,1}.
b) Sa se studieze monotonia functiei f.
¢) Sa se compare numerele o = Yo +1/16 si B= V4 +3/25.
11. Sa se demonstreze inegalitatea: a) (1+x)” 21+ox, Vx>-1, Va>1;
b) In(1+x)* <x, Vx>0.
12. (BAC, 2009) Determinati extremele globale ale functiei [ [— 1, —:l —->R,
f(x)=sin2x—2x. 22

IEYA| Rolul derivatei a doua in studiul functiilor

Am stabilit deja ce informatii pot fi obtinute despre com- y
portarea unei functii derivabile cunoscand derivata ei, mai
precis, zerourile si semnul derivatei. Insd simpla cunoastere
a faptului ca o functie f este, de exemplu, strict crescatoare
pe un interval / nu este suficientd pentru a stabili forma
graficului acesteia. De exemplu, functia f, definitd pe
[0, 4+o0) prin formula f(x)= Jx , este strict crescatoare pe
acest interval, insa aceastd informatie este insuficienta pentru
a decide daca graficul functiei f are forma curbei color sau
a curbei de culoare neagra (fig. 5.2).

Forma graficului unei functii poate fi determinata cu ajutorul derivatei a doua.

Fig. 5.2

2.1. Convexitate si concavitate

Fie f: I ->R (I cR) o functie deriva- Y
bila pe intervalul deschis 1. Presupunem ca
tangenta in orice punct al graficului functiei /
se afld sub grafic (fig. 5.3 a)) sau deasupra
lui (fig. 5.3b)).

In cazul a) se spune ci graficul functi-

X 0]

. . C oA Fig.5.3
ei f este o curba convexad, iar in cazul b) — &

o curba concava.
Vom formula o definitie riguroasa a convexitatii (concavitatii) i vom arata ca derivata
a doua, daca exista, furnizeaza informatii concrete in aceasta privinta.

Fie functia f: I — R derivabila pe intervalul deschis y
Isi x, e [. Tangenta la graficul functiei f in punctul
M,(x,, f(x,)) este dreapta de ecuatie Jtxo)
Y= 1)+ f(x)(x = x,).
Fie functia F: R >R, F(x)=1(x,)+ f(x,)(x—x,). 0

Graficul functiei F este tangenta M,T (fig. 5.4).
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Se spune ca tangenta M T se afld sub graficul functiei f daca

F(x)< f(x), Vxel. (1)
Se spune cd tangenta M,T se afla deasupra graficului functiei f daca
F(x)= f(x), Vxel. )

Daci inegalitatea (1) (inegalitatea (2)) este strictd pentru orice xe /\{x,}, se spune ca
tangenta M, T se afld strict sub graficul functiei f (strict deasupra graficului lui f).

Definitii. « Functia f: / - R (I cR) se numeste convexa (strict convexa) pe
intervalul 7 daca tangenta n orice punct al graficului functiei f se afld sub (strict
sub) acest grafic.

* Functia f: I >R (I cR) se numeste concava (strict concavi) pe intervalul /
daca tangenta in orice punct al graficului functiei f se afla deasupra (strict deasupra)
acestui grafic.

* Vom spune ca graficul functiei f este o curba convexa (strict convexa) sau o
curbi concava (strict concava) pe intervalul / daca functia f poseda proprietatea
respectiva pe acest interval.

Observatii. 1. Definitia convexitatii graficului unei func- Y4 3
tii poate fi formulata si astfel: pentru orice coarda AB /
cu abscisele apartinand intervalului /, portiunea graficu- 4 !

lui care uneste punctele 4 si B este situatd sub aceasta ;
coarda (fig. 5.5). !

. .. . . (0] —— x
2. Functia f este concava pe intervalul / daca si numai Fio. 5.5 1
daca functia —f este convexa pe 1. &>
3. Uneori se mai spune ca func- y y

tiille convexe au ,,concavitatea t
in sus” (graficul lor ,.tine apa”, \/ |
fig. 5.6 a)), iar functiile concave

au ,,concavitatea n jos” (grafi- O 2)
cul lor ,,nu tine apa”, fig. 5.6 b)). Fig.5.6

X Ol b) X

Studiul concavitatii/convexitatii in baza definitiei este dificil chiar in cazul functiilor
elementare. Pentru functiile derivabile de doua ori, determinarea intervalelor de conca-
vitate/convexitate se reduce la studiul semnului derivatei a doua.

Teorema 3. Daca functia f: (a, b)) >R este de doud ori derivabila pe (a, b) si
f”(x)=0 pentru orice x€ (a,b), atunci aceasta functie este convexa pe acest
interval.

Inlocuind f cu —f si tinand cont de observatia 2, obtinem urmatorul

Corolar.Fie f: (a, b) >R o functie de doud ori derivabild pe (a, b). Daca f”(x)<0
pentru orice xe€ (a, b), atunci functia f este concava pe (a, b).
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Observatie. Daca f”(x)>0 (f”(x)<0), Vxe (a, b), atunci functia f este strict
convexa (strict concava) pe (a, b).

% Sa se determine intervalele de concavitate si de convexitate ale functiei f: R — R:
a) f(x)=ax’+bx+c, a,b,ceR, a#0;
b) f(x)=x".
Rezolvare:
a) Functia f satisface conditiile teoremei 3 si f”(x) =2a. Asadar, functia f este
strict convexa pe R, dacd a >0, si strict concavad pe R, daca a <0.

Exercitiu rezolvat

b) f”(x)=6x. Prin urmare, functia f este strict concavi pe (—oo, 0) si strict convexa
pe (0, +ee).

2.2. Determinarea intervalelor de concavitate, convexitate.
Puncte de inflexiune

Fie functia f: I — R derivabila pe intervalul deschis / §i x,€ / un punct critic al
functiei f, adica f’(x,)=0. Am stabilit deja ca daca functia f’ are semne diferite la
stanga si la dreapta punctului x,, atunci x, este punct de extrem local al functiei f. Exista
insa cazuri in care este dificil de a stabili semnul derivatei la stanga si la dreapta punctelor
critice. In aceste situatii vom aplica urmatorul criteriu suficient pentru extrem, fara a mai
studia semnul functiei f”, cu conditia ca functia f este de doua ori derivabila pe .

Teorema 4. Daca x,€ (a,b) este un punct critic al functiei f: (a,b) >R de
doud ori derivabild pe (a, b) si dacd f”(x,)>0 ( f”(x,)<0), atunci x, este un
punct de minim local (maxim local) al functiei f.

Exercitiu rezolvat

%, Sa se determine punctele de extrem local si extremele locale ale functiei definite prin
formula f(x)=x+6x*+9x.

Rezolvare:

Calculam derivatele de ordinele unu si doi: f”(x) =3x> +12x+9 si f”(x)=6x+12.
Functia f’ se anuleazd in punctele x,=-3 si x,=—1. Cum f”(-3)=-6<0 si
f7(-1)=6>0, in baza teoremei 4 deducem cd x, =—3 este punct de maxim local al
functiei f si f(-3)=0 este maximul ei local, iar x, =—1 este punct de minim local al
functiei f si f(—1)=—4 este minimul ei local.

Daca functia f este de doud ori derivabila in vecinatatea punctului x, in care f”(x,)=0
si dacd functia f” are semne diferite la stanga si la dreapta punctului x,, atunci func-
tia f isi schimba concavitatea in acest punct. De exemplu, daca f”(x) >0 pentru x < x,
si f”(x)<0 pentru x>x, (x apartine unei vecinatati a punctului x,), atunci functia f
este convexd la stdnga lui x, si concava la dreapta lui x,.
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Definitie. Fie f: (a,b) > R o functie derivabila pe (a, b).

Punctul x,€ (a,b) se numeste punct de inflexiune al functiei f daca existd o
vecindtate (x, -0, x, +0), astfel incat functia f este convexa pe (x,—9,x,) si
concava pe (x,,x,+0) sau invers (fig. 5.7).

a) G b ¥ G

Olx-8 X x#+8 x Ol x—8 x, x;+8 X
Fig.5.7

Observatie. Dacd x, este un punct de inflexiune al functiei f, atunci M, (x,, f(x,))
se numeste punct de inflexiune pentru graficul acestei functii.

Teorema 5. Fie f: (a,b) —> R o functie de doud ori derivabila intr-o vecinatate
V(x,) apunctului x,€ (a,b) si f”(x,)=0. Dacd f”(x)<0, Vxe V(x,), x<x,,
si f7(x)>0, VxeV(x,), x> x,,sauinvers (daca f”(x)>0, VxeV(x,), x<x,,
si f7(x)<0, VxeV(x,), x>x,), atunci x, este punct de inflexiune al functiei /.

Remarcam: conditia f”(x,)=0 nu implica faptul ca x, este punct de inflexiune al
functiei f, dupa cum conditia f”(x,)=0 nu implica faptul cd x, este punct de extrem
local al functiei f.

Intervalele de convexitate, de concavitate si punctele de inflexiune ale unei functii f
de doua ori derivabila pe un interval pot fi determinate aplicand urmatorul algoritm:

@ Se calculeaza f” si se rezolva ecuatia f”(x)=0 (unele dintre solutiile acestei

ecuatii pot fi puncte de inflexiune ale functiei f).

@ Se stabilesc intervalele pe care functia f” are semn constant, acestea fiind inter-
valele de convexitate sau de concavitate ale functiei f.

@ Se determina punctele de inflexiune ale functiei f.

Observatie. Dacd in punctul x, nuexista f” sau f” este infinita, atunci acest punct

de asemenea este un eventual punct de inflexiune al functiei f.

Exercitiu rezolvat
% Si se determine extremele locale, punctele de inflexiune, intervalele de concavitate si
de convexitate ale functiei:

a) 1 R>R, f(x)=x"-3x"-4;

b) TR->R, f(x)=(x"+4x+6)e".

Rezolvare:

a) f’(x)=3x(x-2), deci functia f are doud puncte critice: x, =0 si x, =2. Cum
f7(x)=6(x—1), rezultda ca f”(0)=-6<0, f”(2)=6>0. Astfel, x, =0 este punct de
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maxim local, iar x, =2 este punct de minim local al functi- X |0 1 +oo
ei f. Semnul functiei /" este indicat in tabloul de variatie V& — 0 +
al functiei f-

tiei Sl — ~—

Asadar, functia f este strict concava pe (—oo, 1) si
strict convexa pe (1, +oo), iar 1 este un punct de inflexiune.
b) f/(x)=—(x"+2x+2)e " si f(x)=x’e", VxeR. Ecuatia f’(x)=0 nu are so-
lutii in R. Cum functia f” este continudpe Rsi f’(0)=-2, rezulticd f'(x)<0, VxeR.
Astfel, functia f este strict descrescatoare pe R. Ecuatia f”(x)=0 are solutia x, =0.
Punctul 0 nu este punct de inflexiune al functiei £, deoarece f”(x)>0, Vxe R\{0}.
Prin urmare, graficul functiei f este convex pe R.

Exercitii propuse |

Profilul real
A, 1. Si se determine intervalele de convexitate si de concavitate ale functiei f: D —R:
2
a) f(x)=x"+9x> —x+1; b) f(x)z1 Y. o f(»)=sinx; d) f(x):e"—%;
—Xx
e) f(x):x+3\/;; f) f(x)=x"Inx; 2) f(x)=xsin(Inx).

2. Sa se determine punctele de inflexiune ale functiei f: D - R:

a) f(x)=x"—4x’ +5x" - 2x; b) f(x)=Ax—-1+x+1;

a

¢) f(x)=—— (a>0); d) f(x)=x+sinx;
a +x
s
Q) f()=x+x; 0 S0 =1+x; 9 /(=21
B, 3. m Lucrati in perechi! Fie functiile reprezentate grafic:
y Y y Y
a) b) G ¢) d)
! G/‘ Gf

Ohid % x+8 X Ol 8 xxt0 x Ok 8 x x5 x

Pentru fiecare functie sa se transcrie si Xo— O Xo Xt o

X
sa se completeze tabloul de variatie: f

4. Fie functia f: [0, 4] —> R de doua ori derivabila. /
in tabel sunt indicate semnele functiilor f” si /. f
1) in baza acestor informatii, si se completeze ultima
linie indicand:
a) cresterea ( /), descresterea (\), convexita-
tea (\__), concavitatea (—) functiei f’;
b) punctele de extrem;
¢) punctele de inflexiune.
2) Sa se traseze graficul unei functii cu un astfel de tablou de variatie.

N

&,\\ =
+
+
I

=
|
|

~
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C, s. % Investigati! Si se arate ci:
a) functia /: R—>R, f(x)=ax+b, a, be R, este concava si convexa,
b) functia g:R—R, g(x)=ax’+bx+c, a,b,ceR, este concavd pentru a<0 si
convexa pentru a > 0.

6. % Investigati! Fie functiile f, g: R — R de doua ori derivabile si o > 0.

1) Sa se arate ca:
a) daca functiile f si g sunt convexe (concave), atunci functia f + g este convexa (concava);
b) daca functia f este convexa (concava), atunci functia of este convexa (concava)
pentru orice o > 0.
2) Sa se dea un exemplu de doua functii f si g convexe (concave), astfel incat functia f + g
sd nu fie convexa (concava).

IEEN| Reprezentarea grafica a functiilor

A reprezenta grafic o functie f: £ — R inseamni a trasa (a desena) graficul ei
G, ={(x, f(x))| xe E} intr-un sistem de axe ortogonale xOy. Pentru trasarea graficului
functiei f recomandam parcurgerea urmatoarelor etape de determinare succesiva a
unor elemente caracteristice functiei date.

1. Domeniul de definitie al functiei. Daca domeniul de definitie al functiei /' nu
este specificat, se subinfelege ca este indicat domeniul ei maxim de definitie, format din
multimea D C R, pentru care f(x), xe D, are sens. In probleme cu continut fizic,
economic, geometric etc. pot fi restrictii suplimentare referitoare la domeniul respectiv de
definitie (studiu).

Dupa ce a fost determinat domeniul de definitie al functiei f, se afld punctele de
intersectie a graficului ei cu axele de coordonate: cu axa Ox (y =0) — sunt punctele de
forma (x,,0), (x,,0),..., x,,x,,... fiilnd solutiile ecuatiei f(x)=0 (daca acestea existd);
cu axa Oy (x=0) — este punctul (0, f(0)), daca Oe D.

11. Semnul functiei si eventualele simetrii ale graficului. Daca f >0 (f <0),
atunci graficul functiei f este situat deasupra (respectiv dedesubtul) axei Ox.

Dacd f este o functie pard (impara), atunci graficul ei este simetric fatd de axa Oy
(respectiv fatd de originea sistemului xOy), si in acest caz este suficient ca domeniul de
studiu sa fie D([0, +oo).

Dacd f este o functie periodica, atunci este suficient sa se studieze functia pe un
interval de lungime egala cu perioada principald a acesteia pentru ca apoi graficul ei s se
traseze prin translatii paralele pe multimea D.

I11. Limite la capetele intervalelor, continuitatea functiei, asimptote. Daca
multimea D este nemarginita, atunci se calculeaza (daca existd) limita functiei f la +oo
(sau/si la —e0), se determina (daca existd) asimptotele orizontale, oblice ale graficului
functiei f.
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Daca D este o reuniune de intervale, atunci se calculeaza limitele laterale ale func-
tiei f la capetele fiecaruia dintre aceste intervale. Simultan se determina eventualele
asimptote verticale. De asemenea, se determind multimea de puncte ale multimii D in
care functia f este continua, iar in punctele de discontinuitate se calculeaza limitele laterale.

IV, Derivata intdi. Se calculeaza f’. Se stabileste multimea D,. pe care functia f
este derivabila. Se rezolva ecuatia f’(x)=0, adicd se determind punctele critice ale
functiei f. Solutiile acestei ecuatii, precum si punctele in care functia f nu este derivabila
sau in care derivata ei este infinitd, sunt eventualele puncte de extrem local ale acestei
functii. Ele divizeaza multimea D ntr-un numar finit (sau infinit) de intervale. Se studiaza
semnul functiei f” pe fiecare dintre intervalele obtinute. Astfel se stabilesc intervalele de
monotonie, punctele de extrem local si extremele locale ale functiei f.

Daca functia f este de doud ori derivabild, atunci, pentru trasarea graficului ei cu o
exactitate sporitd, se executad etapa V.

V. Derivata a doua. Se calculeaza f” si se rezolva ecuatia f”(x)=0. Solutiile
acestei ecuatii, precum si punctele in care derivata a doua nu exista sau este infinita, sunt
eventualele puncte de inflexiune ale functiei f. Se stabilesc intervalele pe care derivata a
doua are semn constant, se determind semnul functiei /” pe aceste intervale (acestea
fiind intervale de concavitate si/sau de convexitate ale functiei f) si se determina punctele
ei de inflexiune.

VI. Tabloul de variatie al functiei f include rezultatele obtinute in etapele I-V.

In linia intdi se trece informatia referitoare la domeniul de definitie al functiei f si la
valorile remarcabile ale lui x (zerourile derivatelor Intéi si a doua, punctele in care deriva-
tele /7 si f” nu exista ori sunt infinite).

In linia a doua se trece informatia referitoare la derivata intai, obtinutd in etapa
a IV-a. In coloana fiecirui zerou al derivatei se scrie 0. Se scrie semnul derivatei pe
intervalele obtinute.

In linia a treia se trece informatia referitoare la derivata a doua, obtinuta in etapa
a V-a. In coloana fiecirui zerou al derivatei a doua se scrie 0. Se scrie semnul derivatei
a doua pe intervalele obtinute.

In ultima linie, prin sageti,,.~” ”,,,™\. 7’ se noteazd monotonia functiei f, iar simbolurile
» ", ,~ aratd convexitatea, respectiv concavitatea ei; literele 1, M saui semni-
fica faptul ca punctul respectiv este punct de minim local, de maxim local sau punct de
inflexiune.

VII. Trasarea graficului. intr-un sistem de axe ortogonale xOy se traseazi intii
asimptotele graficului functiei f (daca acestea exista), apoi punctele remarcabile (x, f(x))
din tabloul de variatie al functiei f. Punctele remarcabile ale graficului functiei f se unesc
printr-o linie curba, tindndu-se cont de paritatea, periodicitatea, monotonia, asimptotele,
convexitatea si/sau concavitatea functiei f.

II Observatie. Etapa a V-a poate fi omisa in cazul unor dificultati de calcul.




Modulul 5

Vom trasa graficele unor functii, parcurgand sistematic etapele mentionate.
Exercitii rezolvate
% 1. Sa se traseze graficul functiei f/: D —R:
3
X X
a) f(x)="--2x"+3x; b) f(x)=—=; ) f(x)=
3 I+x

Rezolvare:

sin x
2+cosx’

a) [. Domeniul maxim de definitie al functiei f este R.
3
Pentru x=0 avem f(0)=0. f(x)=0 % -
< xe {0, 3}. Asadar, graficul functiei f trece prin originea sistemului de axe ortogo-

nale xOy si intersecteazd axa Ox in punctul x, = 3.

2x° +3x=0 x(x* —6x+9)=0 <

x3
X
0% (), f(=x)#—f(x). Cum f(x)= %(f —6x% +9x) = %x(x ~3)°, rezultd ci

f(x)=0 pentru x>0 si f(x)<0 pentru x<0.

II. Functia f nu este nici pard, nici impara, deoarece f(—x)=— 2x* =3x si

II1. Functia f este continud pe multimea R, deci asimptote verticale nu are.

Calculam limitele la capetele intervalului (—eo,+ o). Avem:
lim £ (x) = lim %x(x —3)° =0 i lim f(x)= lim %x(x Z3) = oo,
Astfel, graficul functiei f/ nu are asimptote oblice si nici orizontale.

IV. f/(x)=x"—4x+3.
f(x)=0e x* —4x+3=0 xe {1, 3}. Punctele x, =1 si x, =3 sunt puncte critice.

V. Renuntdm la studiul derivatei a doua, intrucat acest exemplu este prevazut si pentru

profilul umanistic.
VI. Alcatuim tabloul de variatie al functiei f*: Y
X |—oo 1 3 +oo
y 4
S + 0 - 0 + ERVa
fl 7 M ~m - !
Constatam ca M:f(l):%—2+3=g, O 1 2 3 x

m=f(3)=9-18+9=0.

VII. Graficul functiei f* este reprezentat in figura 5.8. Fig.5.8

b) I. Domeniul maxim de definitie al functiei f este multimea R.
Graficul functiei f intersecteaza axele de coordonate numai in originea lor.

II. Functia f nu este periodica; f este impara, deoarece este definitd pe R si
f(=x)=—f(x), Vxe R. Prin urmare, este suficient sa restraingem domeniul de stu-
diu (R) la multimea R, =[0, +o0).
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I11. Functia f este continud pe R. Limitele ei la capetele intervalului (—o, +o°) sunt

lim f(x)=lim —*—=0 si lim—
X——o0 f( ) x——e | 4 x2 3 x40 | 4 x
asimptota orizontald la —eo §ila +oo a graficului functiei f.

=0. Asadar, dreapta de ecuatie y=0 este

2

2
X

, 1-

IV. f(x) :m,
(punctele critice ale functiei f). Pentru x >0 se acceptd numai x, =1. Evident, (1) =0,5.
2x(x* =3)

(1+x*)

VI. Tabloul de variatie al functiei /" pentru

x > 0 este cel aldturat, in care M = f(1)=0,5

este un maxim local, iar V3 esteun punct de

Vxe R. Ecuatia f’(x)=0 are solutiile x,=-1 si x,=1

. Solutia ecuatiei f”(x)=0 pentru x>0 este x; = V3.

Vo f7(x) =

\,z =
+

(e
|
|

~
N
)
[
[
[
)

inflexiune. Punctul 0 este de asemenea un punct

&.\
h
|
S
(-i-\

de inflexiune.

VII. Trasam graficul functiei f pe R, y
(fig. 5.9). Cum functia f este impard, con- 1
struim, fata de originea sistemului de axe or- 3 2
togonale xOy, simetricul graficului trasat pe ! 1% 1 3 X
multimea R, si obtinem graficul functiei f 2
pe multimea R. Fig.5.9

c¢) . D=R. Pentru x=0 avem f(0)=0.
f(x)=0&ssinx=0= xe {kr | ke Z}.
Graficul functiei f intersecteazd axa Oy in origine, iar axa Ox — in punctele
x,=kr, ke Z
II. Functia f este impara, periodicd cu perioada principala 27. Deci, vom studia
functia f pe [0, 27], iar la trasarea graficului ei vom tine cont de simetria acestuia fata
de originea sistemului de coordonate si de periodicitatea functiei f.

III. Functia f este continud, asimptote nu are.
V. f(x)=
_4r

X, = T
V. Fiind complicat, renuntdm la studiul derivatei a doua.

1+2cosx

. Ecuatia f ‘(x)=0 pe [0,2x] are doud solutii: x, _2r si
(2+cosx) 3

VI. Alcdtuim tabloul de variatie al functiei f 0 A 5

(pe [0,27]): 0 5 3 &

Constatam ca sz(%):%, f + 0 - 0 +

— 4r 1 v —

m = — |=——. f M m el
(S
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VII. Trasam graficul functiei f pe [0, 27r], apoi, prin translatii, 1l prelungim pe multi-
mea R periodic cu perioada 27. O portiune a graficului functiei f* este reprezentata in
figura 5.10. y

7 an 10, 2 A Ao ox
3 B3
Fig.5.10
C . : _2x7+1 <
% 2. Se considera functia f: D—R, f(x)= Y ta)’ unde a€ R. Sa se traseze

graficul functiei f, stiind ca el trece prin punctul de coordonate (1, 1).
Rezolvare:

L. Cum punctul (1, )€ G,, obtinem: f(1)=1 < =l & a=2.

3
11+ a)
Asadar, f(x)= xz(); ++21)
= (—o0, =2)U (=2, 0)U(0, +eo).

Graficul functiei f nu intersecteaza axele de coordonate.

si domeniul maxim de definitie al functiei f este multimea

II. Functia f nu este periodicd; f nu este nici para, nici impara; f(x)=0 daca si numai
dacd x(x+2)>0 (xe D), adicd xe (—eo, —=2)U (0, +0), 51 f(x)<0= xe(-2,0).

III. Functia f este continud pe D. Limitele ei la capetele intervalului (-2, 0) sunt:

. 2x7+1 o 2xT 41
L(=2)= lim, X2y l(=2)= lim, x(x+2)
2x% +1 2x +1
! (0) )H ox( +2) X (O) )H+0 x(x+2)

Prin urmare, dreptele de ecuatii x=-2 si x =0 sunt asimptote verticale la stanga si
la dreapta pentru graficul functiei f.

Cum hm f (x)= 11_{13 x2(§2++21) =2, rezulta ca dreapta de ecuatie y =2 este asimptota
orizontald la —eo si la +eo pentru graficul functiei f.

V. f'(x)= # Vxe D si f(x)=0 daca x, :—%, X, =1.

V. Fiind complicat, renuntdm la studiul derivatei a doua.

VI. Tabloul de variatie al
functiei f este urmatorul: x [ 2 —% 0 1 Foo
Corftatémca‘ll m=f()=1 2N oo e o+
siM:f(_E):_z' fl - : oM : N
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y
VII. Graficul functiei f este reprezentat
in figura 5.11. b

2
Fig.5.11 ﬂ

Exercitii propuse |

i

N[—

Profilul real
A 1. Si se traseze graficul functiei f: R —R:
a) f(x)==2x"+x+1; b) f(x)=x"+3x—4;
¢) f(x)=x"-3x+2; d) f(x)=x*(x-1)"

B, 2. Si se traseze graficul functiei f: D —R (in cazul unor eventuale dificultdti de calcul,
etapa cu derivata a doua poate fi omisa):

&) () =xlnx; b) /(0=
©) f(x)=x+1-x7; d fn=e;
o f()=—2"; £ fn ==,
e’ —1 X
) f(x)=(x=3Wx; h) f(x)=sin*x+cos*x.

3. Stiind ca suma lungimilor catetelor unui triunghi dreptunghic este egala cu a:
a) sd se exprime aria acestui triunghi in functie de lungimea unei catete;
b) sa se construiasca graficul functiei obtinute;
c) sa se determine aria maxima a acestui triunghi (cea mai mare valoare a functiei obtinute).

4. (BAC, 2015) In desen este reprezentat graficul functiei deri- VA
vabile f:[-5, 6] >R. Utilizdnd desenul, scrieti in caseta
unul dintre semnele ,,<”, ,>" sau ,,=", astfel incat propozitia -/\2
obtinuta sa fie adevarata: | \ 2 4 6
’ ’ _ 0 : : : X
a) /(-1 []o; b) £'(4) []o; 5 ;
o) /(=4 []o; d @ LJo.
5. (BAC, 2014) in desen este reprezentat graficul functiei y
f:[-5,6]—>R. Scrieti in caseta multimea solutiilor ine-
cuatiei: : .
, ' 2 P
>0, S= 5 | ! ; ]
B r0>0, 5= e Xt N T
b f<o, 5= ] -
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B Avlicatii ale derivatelor in fizici, geometrie

si economie. Probleme de maxim si minim

Vom aplica rezultatele teoretice obtinute anterior privind determinarea punctelor de
extrem ale unor functii. Astfel, vom exemplifica eficacitatea aplicarii metodelor analizei
matematice la rezolvarea unor probleme de fizicd, geometrie, economie etc. ce au ca
obiectiv determinarea parametrilor optimi de functionare a unor sisteme tehnice, economice,
care ar asigura un randament maxim, o putere maxima, ar optimiza consumul de energie,
de timp, ar minimaliza pierderile. Rezolvand atare probleme, se realizeaza un anumit
procedeu, numit optimizare, care consta in alegerea si in aplicarea celei mai potrivite
solutii din mai multe posibile, In selectarea parametrilor ce corespund maximului sau
minimului unei functii. Mentiondm ca rezolvarea unor astfel de probleme nu intotdeauna
este posibila daca sunt folosite doar metodele algebrei sau geometriei elementare.

Pentru a determina valoarea maxima sau minima a unei marimi, vom exprima valorile
acesteia printr-o functie, apoi vom studia variatia functiei obtinute.

Probleme rezolvate
% 1. Dintr-o bucata de tabld de forma dreptunghiulara cu laturile de 50 cm si 80 cm se
decupeaza in fiecare colt un patrat (fig. 5.12), apoi se Indoaie marginile formate. Se
obtine o cutie de forma unui paralelipiped dreptunghic fara capac. Sa se determine inaltimea
cutiet, astfel incat volumul ei sa fie maxim.

Rezolvare:

Notdm cu x lungimea laturii patratului decupat si
calculdam volumul 7(x) al cutiei obtinute:

7 (x)=x(50—2x)(80—2x) = 4x’ —260x> +4000x, 50— 2x

unde x variaza in intervalul [O, %:I =[0, 25]. Astfel, X

problema se reduce la determinarea celei mai mari valori . 80-2x
a functiei 7: [0, 25] >R, 7 (x)=4x" —260x> +4 000x. Fig.5.12
Aflim extremele functiei 7. Avem 7”(x)=12x> —520x+4000. Rezolvim ecuatia
7”7(x)=0 si obtinem ci in [0, 25] ea are o solutie unica: x, = @ =10.
Cum 7 (0)=7(25)=0, rezulta ca in punctul x, functia 7" ia cea mai mare valoare.

Raspuns: Cutia are volum maxim daca Indltimea ei este de 10 cm.

% 2. Dintre toate dreptunghiurile cu acelasi perimetru 2a, si se afle cel cu aria maxima.

Rezolvare: A a—x D
Fie x lungimea laturii 4B a dreptunghiului ABCD,

AD> 4B (fig. 5.13). Atunci AD = @ —a-x. Aria

dreptunghiului ABCD este .o/ (x) = x(a—x) =—x" +ax. B C

Fig.5.13
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Consideram functia .o/: [0, a] > R, .«/(x) =—x’ +ax.
Atunci /" (x)=-2x+a. ./'(x)=0= 2x+a=0x =%.

Obtinem tabloul de variatie al functiei .«/: [0, a] > R: X 0

2
Dreptunghiul 4BCD are aria maxima .o/ (%): % () +

daci el este un patrat cu latura <.
2 &/(X) e

&2 o NIs
|

Raspuns: A, =a7 unitati patrate.

Consecintd. Dacd suma a doud numere pozitive este cunoscutd, produsul lor este
maxim 1n cazul in care numerele sunt egale.

Se poate demonstra cd suma a doud numere pozitive, cu produsul lor constant, este
minima daca numerele sunt egale.

% 3. Sa se determine coordonatele punctului graficului functiei /: R - R, f(x)=x"+3,
aflat la distanta minima de punctul M (10, 5) (fig. 5.14).
Rezolvare:
Orice punct 4 al graficului functiei / are abscisa x si ordonata x* +3, xe R. Notam
cu @(x) distanta dintre punctele M si 4 si obtinem:
P(x)=/(x—10)* + (x> +3-5)> =+/x* —3x* —20x +104.
Problema se reduce la determinarea minimului functiei y
0: R >R, ¢(x)=+/x"—3x> —20x+104.
3
Avem: ¢'(x)= 2x —3x—10 =0 x=2. A
\/x4 —3x* —20x+104

Punctul x, =2 este punct de minim local pentru func-

M(10, 5)

tia @, deoarece ¢’ < 0,dacd x<2,si ¢’ >0,dacd x> 2.
Atunci f(2)=2%+3=7. Astfel, coordonatele punctu-
lui 4 sunt 2 i 7.

ol 2 X

Raspuns: Punctul are coordonatele 2 si 7. Fig.5.14
% 4. Un lot de pdmant de forma dreptunghiulara trebuie ingradit, stiind ca dintr-o parte
este deja construit gard. Pretul unui metru de gard paralel cu gardul deja construit este de
100 de lei, iar al unui metru de restul gardului — de 150 de lei. Sa se determine aria
maxima care poate fi ingradita, daca se dispune de 18 000 de lei.

Rezolvare:

Fie x si y dimensiunile lotului, atunci, din conditia problemei, avem:

100-x+2-150- y=18000 = x+3y=180 < y=60—

Arialotului .«/(x)=x-y = x(60 —%) A (x) =60 —%x.

X

3
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Pentru .-/’(x) =0 obtinem 60 —%x =0 x=90.

Deoarece ./ (x) = —% <0, rezultd ¢d in x =90 functia .«/(x) are un maximum.

Prin urmare, aria maximd care poate fi ingraditd ../, =90- (60 —%)z 2700 (m?).
Raspuns: 2700 m”.
% 5. Sa se determine traseul cel mai economic pentru B
construirea unei cdi ferate intre localitdtile 4 si B, 4 |
stiind cé o portiune de lungime d a ei trebuie construita | Lh
paralel si in imediata vecindtate a unei sosele. hli M N |
Rezolvare: X d a—x—d
Fie h,, h, distantele dintre 4, respectiv B, si sosea, a
a — distanta dintre proiectiile punctelor 4 si B pe Fig.5.15

directia soselei (fig. 5.15).
Evident, costul traseului este direct proportional cu lungimea traseului L(x). Din figura

avem:
L(x)= AM + MN + NB=+|x* +h’ +d + I} +(a—x—d)*.
Avem L'(x)= el - a—x—d .
\/x2+hl2 \/hzz+(a—x—d)2
.. N _(a—d)h, _(a—d)h,
Solutiile ecuatiei L'(x) =0 sunt x, _—hl Th, X, _—hn T,
7 (a—d)h : . .
In punctul x, = functia L(x) are un minim, deoarece L"(x,)>0.
1 2

Asadar’ Lmin :L('xl) :\/(a—d)z +(h1 +h2)2 +d.

% 6. Cererea pe piatd pentru un produs este descrisd de functia definitd prin formula
p(x)=780—-2x—0,1x*, unde x este numirul de unititi de produs, iar p — pretul (in lei).

Cheltuielile medii de fabricare a unei unitati de produs se descriu de functia definita

prin formula C(x) :@+500+2x. (Functia cererii si functia cheltuielilor medii se

determina in baza datelor statistice.)
Sa se determine beneficiul brut maxim obtinut din vanzarea produsului si pretul respectiv.
Rezolvare:
Beneficiul brut B(x) este egal cu diferenta dintre pretul de vanzare si cheltuielile de
fabricare a produsului, adicid B(x)= p(x)-x—C(x)-x=
1000
X

=(780—-2x—0,1x")x —( +500+2x )x =280x —4x* —0,1x* —1000.

Derivata B’(x)=280-8x-0,3-x".
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28
0,6
(care nu corespunde conditiei problemei). Deoarece B”(20) <0, in punctul x =20 avem
maxim. Astfel, obtinem beneficiul brut maxim B(20)=280-20—4-20> —0,1-20° —=1000=
=2200 (lei) si pretul respectiv p(20)=780—2-20—0,1-20° =700 (lei).

Raspuns: 2200 lei; 700 lei.

Din B’(x)=0 obtinem ecuatia 0,3x> +8x—280 =0, cu solutiile x, =20, x, =—

% 7. Un camion trebuie sa parcurgd 100 km cu o vitezd medie de v km/h (cu conditia ca

2
40<v<70), consumand | 8+ ﬁ]

care cheltuielile sunt minime), stiind ca soferul este retribuit cu 30 lei/h, iar benzina costa

15 let litrul.
Rezolvare:

litri/h de benzina. Sa se afle viteza optima (pentru

. ... 100 R
Distanta a fost parcursa in T ore, In care s-au consumat 8+—— 3
v %

300
litri de benzina. In aceste conditii, cheltuielile totale pentru intregul parcurs sunt

2 2
() =30- @ v +32v400:5v +i5000 (Lo,

Viteza optima este cea pentru care cheltuielile totale sunt minime. Rezolvam ecuatia

(v )—%OOO—O si obtinem v, =,/3000 = 54,77 (km/h). Prin urmare, pentru

aceasta valoare a vitezei cheltuielile totale sunt minime.
=54,77 km/h.

) 100 _ v* +2400

Rdspuns: v

optim

% 8. Un muncitor trebuie sd deplaseze o piesd de bronz pe o placa de fontd asezatd pe un
plan orizontal, cu ajutorul unei forte é Masa piesei este de 100 kg, iar coeficientul de
frecare dintre bronz si fontd 1 =0,2. Sa se determine masura unghiului ¢, format de
directia fortei si planul orizontal, astfel incat forta é necesara acestei deplasari sa fie

minima.

Rezolvare:

Din figura 5.16 se constata ca echilibrul dinamic Vi
al fortelor de frecare F de tractiune Q de greu- N o
tate G si de reactiune N este asigurat daca: [ - .

QOcosa—F =0, | L)«
{N+Qsina—G=O. 0 x

Din acest sistem, substituind formula pentru forta el
de frecare F=uN, determinam functia Q(cx), al
cirei minim trebuie aflat: Fig.5.16

G
Q)= cos(x{ll-,usina '
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Astfel, problema se reduce la determinarea celei mai mici valori a functiei
Vi3 uG
110, =[—R =
0 [ ’ 2] » Q@) cosa + usina
_ uUG(pcosa—sina)
(cosor + psiner)’
O'(a)=0 este ox =arctgu. Pentru aceasta valoare functia O() are un minim:
uG

Qmin = ((arctgu) = W .

Substituind datele problemei, obtinem:
oY 0,2-100
tgor=0,2; o=11°20" si Q=—"——
1+0,2°

Aflam extremele functiei Q. Avem Q'(&) =

. Solutia ecuatiei

~19,6 kg.
Raspuns: =11°20'.

% 9. Sa se determine inaltimea la care trebuie agezatd o sursd de lumina deasupra unei
platforme circulare de raza a pentru ca iluminarea platformei sa fie maxima, stiind ca
intensitatea luminoasa / pe directia verticald este constanta, iar iluminarea' £ este data de

I-coso

formula £ = —, unde o este unghiul de incidenta a razelor pe aceasta suprafata.
r

Rezolvare:
Notam cu x distanta de la sursa de lumina pana la
platforma. Din figura 5.17 obtinem:
rP=a’+x" si CoSQL = ——2

2 2 e
Va’ +x P

Prin urmare, functia al carei maxim trebuie deter- Al
I-x
x€ (0, +o0).

minat este £ =FE(x)= -

(@ +x*)?

Egaland derivata cu zero, obtinem: \ 1

(a* +x*)2 =3x"(a’ +x%)?
(@’ +x*)

Pentru aceasta valoare functia £(x) are un maxim: £__ =

=0,

E'(x)=1

21

e
V2
Raspuns: x = U

5

% 10. Care trebuie sa fie rezistenta unui circuit extern, astfel incat sursa de curent cu
tensiunea electromotoare € =10V si rezistenta internd » =20 € sa debiteze o putere
maxima? Care este valoarea numericad a acestei puteri?

solutia fiind x =

3x/§a2 '

Rezolvare:
Notam cu x rezistenta circuitului extern si cu P puterea curentului electric pe circuitul

extern. Atunci, conform formulei pentru puterea curentului, avem: P=1x, unde / este
£

+7r’

intensitatea curentului, care poate fi determinata din legea lui Ohm: / =
x

! Unitatea de masura pentru iluminare este luxul (Ix).
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2

Deci, obtinem functia P(x)= 8—.)62, x€ (0,+00), a carei derivata
(x+7r)
2
P(x)=¢ (x+r) 2x4(x+r) _g? r—x3
(x+7r) (x+7r)
se anuleazd pentru x=r. In x=r functia P(x) are un maximum. Substituind datele
N e _5
bl bt P =Pr)=—==W
problemet, obtinem P, (r) P
Raspuns: x=r, P, =% W.

Exercitii propuse |

Profilul real

A, 1. Un punct material se misca rectiliniu conform legii s(r) =12t — ¢’ (s este distanta exprimata
in metri, iar £ — timpul exprimat in secunde).
a) Care este viteza punctului material in momentul initial?
b) Peste cat timp de la plecare punctul material se va opri? Care este distanta parcursa pana
in acel moment?

2. Legea de miscare a unui mobil pe o axi este s(r)=at® + bt +c. Si se determine viteza si
acceleratia mobilului Tn momentul 7.

3. m Lucrati in perechi! Legea de miscare a unui mobil pe o axa este s(f)=#> —6¢> +2. Sa
se determine:
a) momentul in care acceleratia sa este nula;
b) valoarea minima a vitezei mobilului.

B, 4. Un element galvanic de tensiune electromotoare E si rezistentd interioard r produce un
curent de intensitate / intr-un circuit extern de rezistentd R. Intensitatea curentului este
2
data de relatia /= L Puterea efectivi a elementului galvanic este P(R)=RI* = Lz
r+R (r+R)
Sa se determine rezistenta R pentru care puterea P este maxima.

C, s Intr-un triunghi cu o latura de lungime a si indltimea corespunzitoare acesteia / se inscrie
un dreptunghi, astfel incat una dintre laturile sale este continuta de aceasta latura. Sa se
afle aria maxima a dreptunghiului.

6. Pretul unei unitati de produs este de 225 de lei. Cheltuielile de fabricare C(x) sunt date de
functia definita prin formula C(x)=95x+x’, unde x este numarul de unitati de produs
fabricate. Sa se determine beneficiul brut maxim.

7. m Lucrati in perechi! Cheltuielile de fabricare ale unui produs se descriu de functia
definitd prin formula C(x)=5+36x, iar cererea — de functia definitd prin formula
p(x)=—x"+18x+3, 9<x<13. Si se determine numdirul unititilor de produs, x, pentru
care beneficiul brut este maxim, precum si valoarea acestuia.
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8. (BAC, 2007) in desen, AB reprezinti o cale ferata, C
iar C'un punct, care se afld la distanta de 8 km de
la aceasta cale ferata si la distanta de /4964 km
de la punctul 4. Pentru a transporta marfa din A: IY: B

punctul 4 in punctul C, se intentioneaza sa se

construiasca o sosea (rectilinie) din punctul C pana la un punct M al caii ferate. Se stie ca
pretul pentru transportarea unei tone de marfa pe calea ferata este de 30 de lei (pentru un
kilometru), iar pe sosea — de 50 de lei (pentru un kilometru). Determinati care trebuie sa fie
distanta AM, astfel incat pretul pentru transportarea unei tone de marfa din 4 in C (pe calea
AMC) sa fie minim.

. ﬁ‘ Lucrati in grup! Proiect Aplicarea derivatei in economie. (Descoperirea notiunii de

elasticitate.)

Exercitii si probleme recapitulative |

Profilul real
. Sé se determine intervalele de monotonie ale functiei /: R > R:
a) f(x)=x"+6x"; b) f(x)=x3—§; o) f(x)=(x+1)7%; d) f(x)=x"+x+1.

. Sa se determine intervalele de monotonie, punctele de extrem local, extremele locale si s se

alcatuiasca tabloul de variatie al functiei /: R > R:

a) f(x)=x"+2x; b) f(x)=x3—%x2;

¢) f(x)=(x=1)"(x+2)"; d) f()=(x+1)'(x=2)%

e) f(x)=3+x—x"; f) f(x)=x"—4x+2.
. Sa se afle punctele de extrem local si extremele locale ale functiei /: R - R:
a) f(x)=x"+2x+1; b) f(x)=x4—§xz+8;

©) f(x)=x’—12x+4; d) f(x)=x"+x-4;

¢) f(x):%x5+x3—4x+l; f) f(x)=x*(x+1).

. Pe intervalul indicat, s se determine extremele globale ale functiei f: 7 > R:

a) f(x)=x’—6x>+2, 1=[0;1]; b) f(x)=x"—x+2, I=[0;2].

. m Lucrati in perechi! Sa se traseze graficul functiei /: R —>R:

a) f(x)=x"—4x" +1; b) f(x)=x>+2x+2.

. Fie f:R—>R, f(x)=x"+ax’ —2. Si se reprezinte grafic functia f, stiind ca:

a) graficul trece prin punctul (1, 1);
b) in punctul x =1 functia f are un extrem local.

. Costul unui lot de produse este de 240 de lei. Cheltuicelile de fabricare sunt descrise de

functia definita prin formula C(x)=3x + 6x +120, unde x este numarul unititilor de produs.
Sé se determine beneficiul brut maxim.
Indicatie: Beneficiul brut B(x) se exprima prin formula B(x) =240x — C(x).
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B, 8. Sa se arate ca:

2 a oo
—-X _{Zarctgx, dacd xe[0, +) . xe (—oo, 1)

1
a) arccolerx2 = 1= 2arctgx, daci xe (oo, O]; b) arctg = —arctgx+

4

¢) 2arctgx —arcsin sz =0, xe (=L ).
I+x

9. Sa se afle intervalele de monotonie si extremele locale si globale ale functiei:
a) f1R—>R, f(x)=|x+1]; b) f/:R—R, f(x):l+x2;
X
) f:(0,+) =R, f(x)=x"Inx.

10. m Lucrati in perechi! Sa se determine me R, astfel incat functia /: R >R,
f(x)=mx—In(1+x"), si fie descrescitoare pe R.

11. Sa se determine intervalele de convexitate si concavitate ale functiei:

a) f:R—>R, f(x)=x"+3x; b) f:[0,2r] >R, f(x)=sinx;
¢) /1R->R, f(x)—ﬁ d) f:R>R, f(x)=x"+|x].
12. Sa se determine punctele de inflexiune ale functiei:
3 -
. _ 3, . _Jx7, daca x#0
a) TR->R, f(x)=x"+2; b) fTR->R, f(x)—{l’ daci x=0:

¢) f:R=R, f(x)=x"—4x; d) f: (=0, =) >R, f(x)=+x"—1;
e) [:(0,+) >R, f(x)=|Inx—1]; ) f1R—>R, f(x)=|x"—4x]|.
13. Sa se traseze graficul functiei f: D —>R:

2

—_* . - x . _
2 f()=— b) ()= 0 f()=52
&) /(@)= o) f(x )—x +i £) £(x)=In(x’ —4).
14. Si se arate cd pentru orice me R, functia f: R >R, f(x)=(x" +mx)e™, are un maxim
siun minim local.

15. Fie functia f: R — R satisface conditiile:
a) f este derivabila pe R; b) existd lim f(x)=aeR"; c) existd lim f’(x).

Si se arate cd lim f’(x)=0.

Indicatie. Aplicati regula lui ’Hospital pentru calculul limitei lim Lv(x)
e

X—3+o0

-1
— , me R. Sa se de-

16. % Investigati! Se considera functia f: R\{l} >R, f(x)= mx
termine valorile lui m, astfel incat:
a) functia sa fie strict crescatoare pe fiecare dintre intervalele (—oo, 1); (1, +o0);
b) functia sa fie strict descrescatoare pe fiecare dintre intervalele specificate in a);
c) functia sa admita puncte de extrem;
d) graficul functiei sa nu aiba asimptote.

17. m Lucrati in perechi! Cheltuielile de fabricare (in lei) ale unui produs se descriu de
functia definita prin formula C(x) =14 76x, iar cererea — de functia definita prin formula
p(x)=-x"+42x—80, 2<x<40. Sd se determine numarul unititilor de produs, x, care
trebuie fabricate pentru a obtine un beneficiu maxim, precum si valoarea acestui beneficiu.
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18. (BAC, 2016) Fie functia f: R—>R, f(x)=a’x* +2(a* —1)x* +3. Determinati valorile

reale ale parametrului a pentru care functia /" admite un singur punct de extrem local.

19. (BAC, 2008) Pentru constructia edificiului unui
spital, fundamentul caruia are forma unui drept-  p

unghi MNKL cu aria de 400 m?, este necesar un 16m

lot de forma dreptunghiulara ABCD, astfel incat 36m P 36m
edificiul spitalului s fie situat la distantele de <—M’|::|z—’
36 msi 16 m de la marginile lotului (vezi desenul). 16m
Determinati lungimea si latimea fundamentului 4

edificiului spitalului, astfel incat aria lotului ABCD
sd fie minima.

20. m Lucrati in grup! Proiect Probleme de optimizare din viata cotidiana.

| Testsumativ__|

Timp efectiy de lucry:
45 de minyte
Profilul real

. Determinati valoarea de adevar a propozitiei: @

,»Graficul functiei f:[0,1] >R, f(x)= X > nu are asimptote”. A/F

X—
. Fiefunctia f: R >R, f(x)=x"-e".

1) Aflati: a) intervalele de monotonie; (©)
b) punctele de extrem local; ®
¢) extremele locale. ®

2) Completati tabloul de variatie al functiei 1. (©)

. Determinati, pe intervalul /7 =[-1, 2], extremele globale ale functiei /: D — R, ®
_]—x*, daci —1<x<0
S)= {ZInx, daca 0<x<2.
. Trasati graficul functiei /2 D >R, f(x)= %
X
. Cunoscand functia cererii p(x)=800-0,5x si functia ofertei p,(x)=700+2x (x —
numarul unitatilor de produs), determinati marimea impozitului pentru fiecare unitate de
produs, astfel incat venitul din impozitare sa fie maxim.
Indicatie. Venitul din impozitare a x unitati de produs se exprima prin formula
V(%)= (p(x) = p,(x0))x.
Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte | 36-35 | 34-31 | 30-27 | 26-22 | 21-17 | 16-11 | 10-7 | 64 3-2 1-0
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" Modulul |
Numere complexe

Objective

=1 operarea cu numere reale si complexe pentru a efectua calcule in diverse contexte;

=2 utilizarea numerelor complexe, a numerelor reale scrise sub diferite forme, a terminologiei
aferente in diverse contexte;

=1 utilizarea operatiilor cu numere complexe si numere reale, a proprietatilor acestora in rezolvari

de probleme;

=2 aplicarea unor algoritmi specifici calculului cu numere complexe pentru rezolvarea ecuatiilor
(de gradul 11, *bipatratice, *binome, *reciproce) in multimea C;

=2 ‘reprezentarea geometricd a numerelor complexe, a modulelor numerelor complexe si aplicarea
acestor reprezentari in rezolvari de probleme;

=1 “determinarea radacinilor de ordinul 2, 3 si 4 ale unui numar complex scris sub forma
trigonometrica sau sub forma algebrica.

m| Operatii cu numere complexe reprezentate
sub forma algebrica

Din cursul gimnazial de matematica se stie cd ecuatia de gradul I ax® +bx +c =0,
a,b,ce R, a+#0, are solutii reale daca si numai dacad discriminantul ei este nenegativ.
Insa daca discriminantul ei este negativ (de exemplu, discriminantii ecuatiilor 3x* —x+4=0,
x” +1=0), atunci ecuatia nu are solutii reale, deoarece in R nu
sa existe solutii ale tuturor ecuatiilor de acest tip, matematicienii
din secolul al XVI-lea utilizeaza expresii de forma \/3 ,aeR’.
In secolul al XVIIl-lea, L. Euler introduce notatia J=1=i
(i de la cuvantul latin ,,imaginarius”). Astfel, multimea nume-
relor reale se extinde la multimea numerelor de forma a + bi,
a, be R, numite in secolul al XIX-lea de C. F. Gauss! numere
complexe.

Definitie. Se numeste numair complex expresia de forma a +bi, unde a, be R,
iar i este un simbol cu proprietatea i* =—1.

! Carl Friedrich Gauss (1777-1855) — matematician, fizician si astronom german.
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Numere complexe

Vom nota multimea numerelor complexe cu C, deci C={a+bi|a, be R, i’ =—1}.
Prin urmare, NcZc QcR cC.

Daca z =a + bi, atunci se spune ca numarul complex z este scris sub formd algebricd
(se admite si scrierea z=a+1b). Numarul a se numeste partea reald a numarului
z=a+bi sise noteaza cu Rez, iar b se numeste partea imaginard a lui z si se noteaza
cu Imz.

Numerele complexe z, =a+bi §i z, =c+di se considerd egale daca i numai daca
a=c si b=d. Numarul de forma a + 0i se identifica cu numarul real a. Prin urmare,
multimea numerelor reale este o submultime a multimii numerelor complexe. Numarul de
forma 0+bi, b#0, se numeste pur imaginar si se noteaza bi. Numarul complex
1=0+1i se numeste unitate imaginard, insa ea nu tine de efectuarea unor masurdri.
Acest numdr este o solutie in C a ecuatiei x> +1=0 (ecuatie care nu are solutii in R).

Exercitiu rezolvat

% Sa se determine numerele x, ye R, astfel incat 2+ 3i+ (x+ yi)=5+7i.
Rezolvare:
2431+ (x+y)=5+71= 2+x)+B+y)i=5+T7i.

Egaland partile reale si respectiv cele imaginare, obtinem: {2 =3 {x =

3+y=7 y=4.

Definim operatiile de adunare, scadere i inmultire a numerelor complexe in modul
urmator:

(a+bi)+(c+d)=(a+c)+(b+d)i;
(a+bi))—(c+di)=(a—c)+(b-4d)i;
(a+bi)-(c+di)=(ac—bd)+ (ad + bo)i.

Adunarea (scaderea) se efectueaza adunand (scazand) intre ele partile reale si respectiv

partile imaginare ale numerelor. Scaderea este operatie inversa adunarii.

Exemple

1. 2Q+3)+(3+71)=[2+(-3)]+(B+7)i=—1+10i;

2. 2431)-(-3+71)=[2-(-3)=3-7]+[2-T4+3(-3)i=—-27+5i.

Observatie. Operatiile de adunare, scadere, inmultire cu numere complexe se

I Definitie. Se numeste conjugatul numarului complex z=a+hi numarul

efectueazi similar cu operatiile cu polinoame in nedeterminata i, considerand i’ =—1.

z=a+bi=a-bhi. (Notatia z se citeste ,,z barat”.)

Produsul z-z, ze C, are o semnificatie deosebita deoarece el este un numar real
nenegativ: z-Z = (a+bi)(a—bi)=a’ +abi—abi—b’i’ =a*> +b".
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Modulul 6

Proprietitile operatiilor de adunare si inmultire a numerelor complexe (sunt
aceleasi ca si pentru numerele reale):

1° z, +z, =z, 4+ z, — adunarea este comutativa;

2° (z,4+z,)+z, =z +(z,+z,) — adunarea este asociativa;

3° 0=0+0-i este elementul neutru pentru adunare;

4° —z=—a—bi este opusul lui z=a+bi;

5° z,-z, =z, -z, — inmultirea este comutativa;

6° z,-(z,-z,)=(z,-z,) -z, — Inmultirea este asociativa;

7° z,-(z,+z,)=2z -z, +z -z, — inmultirea este distributiva fatd de adunare;

8° 1=1+0-1 este elementul neutru pentru inmultire;

90 1_ == a ~————1 este inversul pentru z=a+bi, z#0.
z a +b” a +b
Expresia pentru z~' se poate obtine astfel:
a1 1 a—bi a b
Z =

e T = . T = —_ i.
z a+bi (a+bi)a-bi) a*+b*> a*+b*
Impdrtirea numerelor complexe se poate defini ca operatie inversda a inmultirii:
z,:z,=2,-2,, z, #0, Insd, pentru a evita calcule complicate, este mai simplu sa se

procedeze astfel: R
daci z,=a+bi, z, =c+di, z, %0, atunci 2= 4+bi_Latbi(ctd)
z, c+di (c+di)c+di)

_(a+bic—di) _ (ac+bd)+(bc—ad)i _ac+bd  bc-ad.

T (c+di(c—di) +d’ A +dd A+d
Exemple
1 7+3i:(7+3i)(5+i):35+7i+15i+3i2:35—3+22i:1_6+£i
" 5-1 0 (5-1)(5+1) 25+1 26 13713
oo 1 =i _1=i_ 1 1.
200 =1 ashaon = 2 2 2"

Definitie. Se numeste modulul numérului complex z=a+5bi numarul real

nenegativ va’ +b*, notat |a+bi| sau | z|. Deci, |a+bi|=va’ +b>.

Exemple

Pentru zl=%+§i, 2, =i, obtinem |z, |= %+%=1, 2, |=]i|=vO + I* =1,

Teorema 1. Pentru orice numere complexe z, z,, z, sunt adevarate egalitatile:

_— — - = y4 -
1°z +z, =2 +z,; 2°z-z,=2-z,; 3° (—IJ: , z, 20 (decisi z, #0);

Z,

Nll_l\ll

2

4° z.zeR; 5°z+zeR;, 6°z=z<zeR;, 7°z=:.
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Numere complexe

Exercitiu. Aratati ca, fiind date numerele z,, z, € C, ecuatiile z,-u =2z, (z, #0) si
z, 4+t =z, ausolutii unice.

Observatie. Datorita faptului ca operatiile cu numere complexe au aceleasi proprietati

ca §i operatiile respective cu numere reale, pentru numerele complexe pot fi aplicate:

formulele cunoscute pentru calculul prescurtat; notiunea de putere cu exponent intreg

anumarului complex nenul z: z° =1, z“ =z 2 z*=(z")", ke N’; proprietitile

acestei puteri: z"-z" =z"", (z")"=z"", z :&m(l), n,meZ.

Astfel: i’ =-1, i’ =—i, i* =1, i’ =i*-i=1-i=1

be i e _—b-F —dac
2a T 2a

pentru calculul solutiilor ecuatiei de gradul I ax’ +bx+c=0, a, b, ce C, a#0.

Mentionam ca orice ecuatie de gradul II are solutii In multimea C, deoarece pentru

orice numir complex z existi un numar complex u, astfel incat u° =z (acest fapt va fi

demonstrat mai jos).

De asemenea, pot fi aplicate formulele x, =

Exercitii rezolvate

% 1. Si se calculeze: 4=(2+3i)’ - 75+_311
Rezolvare:
Aplicand formula cubului sumei si rezultatul obtinut anterior pentru 75L_311 , obtinem
_ . 1 . . N2 . 3_ 16 11 . %) .3_&_2._
A=8+3-4-31+3-2-(31)" +(31) (13+13 ) 8+361+ 541" + 271 EES e
16 11). _ 614 106.
=8- 54—E+(36 27—3) 13 + 13 1.

% 2. S se calculeze:
a)i® b)) i, keN:  ¢) (T=30)".

Rezolvare'

a) 1 72+1 (1 )18 : 118 . 1 — 1

b) 124k+3 — (1 )6k 1 — 16k . (_1) — _‘

¢) (7-3i)" = 1 7+3i _T7+31 7 3

731 (7=30)(7+3) 49+9 58 38"
% 3. Si se rezolve in C ecuatia:
a) (2+1)z—(3+6i)z=5+21; b) z* —2z+3=0.
Rezolvare:

a) Folosind proprietitile operatiilor cu numere complexe, obtinem:
(2+i=3—61)z=5+2i & (=1 =5i)z =542 z=>T2 __15 23,
—1-51 26 26

Raspuns: S = {—£+ 23 }

26 26"




Modulul 6

b) A=4-12=-8=(iv/8)’ = (24/2i).
Astfel, solutiile sunt z, = %ﬁl —1+iV2, z, = %‘E‘ —1-iv2.

Raspuns: S = {1-1&, 1+i«/§}.

Exercitii propuse |

Profilurile umanist, arte, sport

A 1. Si se calculeze:

a) (2+31) +(1-1); b) 4+3i—(2+5); ¢) (V3 +i)+ (V2 —iv3);
d) (1+30)(2 — 4i); ) (V3 +1)(2 —iv3); £) (2+1): (3+2i);
) G+i)"; h) 2114,1+22—23i; By 1+ +i)
1
2. 1) Sase calculeze: a) i’; b) i’ c)i'; d) i""; e) i,

< <k <
2) Pentru care exponent numar natural puterea 1" este un numar real?

B 3. Sise determine numerele reale x si y, astfel incat:

a) (1+3D)x+2+5)y=7+1; b) 2+5)x+(1+1)y=1i;
) i-x+i((i+Dx—GB+i)y)=3+2i; d) 7i-x+ W3 -i)(x—iy) =4 +3i
4. 1) Care dintre ecuatii au solutii numere reale?
a) 2z +3z+3=0; b) Z* +Z+1=0; c) Z'—z+4=0;
d) 222 +z+1=-2z; ¢) 222 +z-2=3z+7, f)2-Z=32FL
34z 5-z
g) B-2)4+2)=2+2)z+7, h) 2’ +2z+2=0; i)Z+2=3__'j.
z
2) Séa se rezolve 1n C ecuatiile din 4.1).
5. Sasecalculeze: a) (2+1)’ —(2-i); b) 3-1)’ +(3+1)’.
C 6. Saserezolve in C ecuatia:
a) (1+1)z=3+1; b) 3z-i+(5+2i)z=3z+2—-1;
c) ﬁ+7+i=z(1+i); d) (BAC,2018) 3+ iz =2z.
i

7. Sa se rezolve sistemul de ecuatii (z,, z, € C):
2) 2z, —(3+3i)z, =3—1, b) -2z, +(2+1)z, =1,
(=1+1)z, +3iz, =1; (4+21)z, =5z, =-1-21

8. m Lucrati in perechi! Sa se determine numerele complexe z care satisfac conditiile:

a) Rez=—1,|z|=\5; b) Rez—Imz=2, |z| =1, ¢) Imz=3, |z+i|=2.
Profilul real
A, 1. Sa se calculeze:
a) (=2+3i)+(1—i); b) 4+ 3i—(-2+5i); ©) WB-D)+(H2-iv3);
d) (1-3i)(2 - 4i); ) (V3 -2 -iv3); f) (2+i): (3+4i);
) Gi)"; h) 2::‘ +22-23i; By (1=i)(1+i)
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B,

2. 1) Sase calculeze: a) i’; b) i*; c) i*; d) i”"; e) i
2) Pentru care exponent numar intreg puterea i* este un numir real?
3. Sa se determine numerele reale x si y, astfel incat:
a) (1+3i)x+(2-51)y=7+i; b) 2+5)x—(1+i)y=i;
¢)i-x+i((i+)x—-(3-1)y)=3+2i; d) 7i-x+ (W3- (x—iy)=4-3i.
4. Sa se rezolve 1n C ecuatia:
a) 2z° —3z+3=0; b) 22 -z-1=0; C) ' +z+4=0;
2 . 2 Cn A A 2—z —4z+1,
d) V222 —z+1=-2z; ) 227 +z-2=3z-7, N3 ="
0) Boz)(—d+2)=(2+2)z+7;  h) 2 =2z4+2=0; i)z+2=‘z3+‘lz.
5. Sa se calculeze:
a) (2+i) +(2-1)%; b) 3-i)’ —(3+i)’.
6. Sa se rezolve 1n C ecuatia:
a) (1-1)z=3+1; b) 3z-i+(5-2i)z=3z+2—1;
z . .. N i —1_n
C)T-H_7+1_Z(l+l)’ d) |z|-iz=1-2i.
7. Sd se rezolve sistemul de ecuagii (z,,2z,€ C):
2) -3+ 31)z =3- b) 2z, - (.2 +1)z, =i, .
(1—1)z —i; (4+2i)z, =5z, =—1-2i.
8. m Lucrati in perechi! Sa se determine numerele complexe z care satisfac conditiile:
a) Rez=1, |z|=+/2; b) Rez+Imz=2, |z|=1; ¢) Imz=3, [z-i|=2.
9. Sé se calculeze:
a) (3+20)(=2+30)" - (—i)+1; b) 2+1)(5+1)" = (7+51)°-3-i)".
10. Sase calculeze:

11.

12.

13.
14.

15.

a) (z—=1-)(z-1+1)(z+1+1)(z+1-1);

b) (z-1)(z+1)(z-D(z+1);

¢) (be’ +ae)(ae’ +be), daci € = _5 + i
Sa se arate ca urmétoarele numere sunt reale

2) 1(z-2); b)

daca z-z=1.

1( +1)

Sa se demonstreze egalitatea:
a) (1+1)" =2", nez; b) 1+1)" =(=1)"-2*, ne Z
Sa se determine numarul complex z, astfel incat |z +1|=|z+1|=|z +iz].

Investigati! a) Poate fi catul a 2 numere complexe diferite un numar real?
b) Dar catul dintre un numar complex pur imaginar i un numar real poate fi real?
c) Fie z= %
—(o+ 1)

- - z
Sa se arate ca Imz =

Sa se determine numerele o€ R, astfel incat ze R.

-z z+z

o , Rez= , Vze C.




Modulul 6

m| Reprezentarea geometrici a numerelor complexe.
Forma trigonometrica a unui numar complex

Interpretarea geometricd a numerelor complexe, propusad de C. F. Gauss la Tnceputul
secolului al XIX-lea, a facut posibil ca ele sa fie aplicate in diverse domenii.

Fixam in plan un sistem de axe ortogonale. Oricarui numar complex z=x+1iy ise
asociaza 1n acest plan punctul M (x,y), si invers. Punctul M se numeste imaginea numa-
rului z, iar z se numeste afixul punctului M (fig. 6.1). Astfel se stabileste o bijectie Intre
multimea numerelor complexe C si multimea punctelor

din plan, ceea ce permite sd identificim numarul com- 7

plex z=x+iy cu punctul M(x,y). In baza acestei Mx,y) ] M,

conventii (identificari) vom putea spune ,,punctul | 21 M,
z=x+1y” in loc de ,,numarul compAlex z”, iar planul E , 0

respectiv il vom numi plan complex. In plus, observam i ¢ M

ca multimea numerelor reale se reprezintd prin punctele ol 1 2 X
axei Ox, pe care 0 vom numi axd reald, iar multimea

numerelor pur imaginare — prin punctele axei Oy, pe Fig.6.1

care 0 vom numi axd imaginard.

Exemplu

Numerele z, =2+2i, z, =3, z; =3i sunt reprezentate de punctele M, (2, 2),
M, (3, 0) sirespectiv M,(0, 3) (fig. 6.1).

Numerele complexe pot fi reprezentate geometric si prin vectori dintr-un plan dotat cu
un sistem de axe ortogonale. Anume numarul complex z = x+1iy se identifica cu vectorul
W, unde O este originea sistemului de coordonate, iar M(x,y) este imaginea numaru-
luiz (fig. 6.1). Evident, | z | = | oM |. Astfel, sumanumerelor complexe ¢, = a + bi, t, =c + di
(afixele punctelor 4, (a, b), 4,(c, d)) poate fi realizata Y
ca suma vectorilor O—AI, O—A;, intrucat coordonatele punc-
tului 4,, unde 0—A;=0—A;+O_A;, sunt a+c si b+d

(fig. 6.2).

Diferenta ¢, —t, se identifica cu vectorul O_AJ, unde
OA, = 4,4, =04, - 04, (fig. 6.2).

Deci, | ¢, —t, | = 4,4,, adica distanta dintre punctele

A si A, este egala cu modulul diferentei t —t,. Fig. 6.2
Proprietdtile modulului numdarului complex sunt date de
Teorema 2. Pentru orice z, z,, z, € C:
1° [z [=|z|=]|-z]; 2° |z, +z, S|z [+ z, [; 3° ||Zl|_|22||S|Zl+ZZ|;
z z
4°|Zl'Zz|=|21|'|Zz|; 502_1:|| 1||5 227&0; 6° ||Z1|_|Zz||g|zl_zz|-
2 2
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Demonstratie

Proprietatea 1° se obtine din definitia numarului conjugat si din definitia modulului.
Proprietatile 2°, 3°, 6° rezulta din relatia dintre lungimile laturilor unui triunghi, care pot fi
|z, |, |z, |, | z, + z, |, sau, dacd vectorii sunt coliniari, din regulile de adunare a acestora.
Proprietatile 4°, 5° vor fi demonstrate mai jos. P

Spre deosebire de adunarea si scdderea numerelor complexe, operatiile de inmultire si
impartire nu pot fi ilustrate simplu, prin efectuarea unor operatii cu vectorii respectivi.

In continuare vom expune reprezentarea numerelor complexe sub forma trigonometrica,
care faciliteaza efectuarea operatiilor de iInmultire, impartire, ridicare la putere a numerelor
complexe.

Reamintim ¢ modulul numarului complex z=x+iy este | x+iy|=yx* +y’ =7.

Prin argument al numarului complex z = x +1iy, z # 0, vom intelege méarimea unghiului
format de vectorul O—M, unde O este originea sistemului de coordonate, iar M(x,y) este

imaginea numarului z, si de semiaxa pozitiva Ox. Unui numar complex z, z # 0, 1i corespunde
o multime infinitad de valori ale argumentului, care difera intre ele prin 27k, ke Z.
Mentionam ca argumentul numdrului complex 0 nu este definit. Existd un unic argu-
ment ¢ al numarului dat z = x +1y, care satisface conditia —7 <@ < 7. Acesta se numeste
argument principal (sau redus) si se noteaza arg z. Orice argument al numarului z se
noteazd Argz si deci se poate scrie: Argz =argz + 27k, ke Z.

Observatie. In unele manuale se foloseste notatia Argz = {argz +2nk |ke Z}, iar

conditia argze (-, 7] se inlocuieste cu argze [0, 2r).

Exemplu
Numarul z, =2+2i are modulul |z, |=OM, =v4+4 = 242 si argumentul principal
argz, = %, iar valori ale Arg z, sunt — 77”, 97” sau orice numar de forma % +2rk, ke Z.

Evident, pentru z=a+bi, b#0, avem argz =—argz. Argumentul principal al
numarului z =a+bi, z#0, poate fi determinat cu ajutorul functiei arccos:

arccosg, daca >0
argz = r (1)
—arccos%, daca b<0, r=+a’+b>.

Exemple

V2 _ =

1. arg(2-2i)= —arccosi =—arccos—— =——;

22 2 4

2. arg(—2+3i)= arccos—=.

V13




Modulul 6

Fie z=x+1y, z#0, unnumdr complex arbitrar, » = Vx> +y> —modulul lui,  —un
argument al sau. Folosind definitiile functiilor sin si cos ale unui unghi arbitrar, obtinem
relatiile: x=rcos¢, y=rsin@. Atunci

z=r(cos@ +isin@).

Expresia r(cos@ +isin¢) se numeste forma trigonometrica a numarului complex z.

Intrucat argumentul numarului complex se determind neunivoc, pentru numerele
complexe scrise sub forma trigonometrica avem:

7,
r(cos@, +isin@,) =r,(cos@, +ising,) < {‘Pl 0, + 27k, ke Z. )
Exercitiu rezolvat
% Sa se scrie sub forma trigonometrica numerele:
I L < B S P

2 2
Rezolvare:

a) Calculam modulul si un argument al lui z;

|z, |=41+1 =2, iar argzl—arccos\/_ 4

Astfel, 1+i= 2 (cosz+ ISIHZ) (expresia din membrul drept este forma trigono-

metricd a numarului z,).

b) Analog, |z, |= l+% =1, iar conform (1) obtinem argz, = arccos(—%):zTﬂ.
1.3 2 21
Prin urmare, 3 + 17 = cosT + 1s1nT

c) Pentru z, obtinem: |z, |=1, argz, =arccos(—1)=x, deci -1 =cosz +isinz.

d) Pentru z, =2-3i avem: |z, |=+4+9 =\/E, argz, = —arccos

. 2 .. 2
Asadar, 2—31:\/5 cos| —arccos——= |+1sin| —arccos——= ||.

Observatie. Forme trigonometrice pentru numerele complexe z,, z,, z, considerate
anterior sunt (cu alte valori ale argumentului) de asemenea:

z, = ﬁ(c059—+ 1s1n9—7r) = cos(—%r)+ isin(—%r), z, =cos(—m) +1isin(-x),

2
NEN

4 4

insd, de reguld, in forma trigonometrica se indica argumentul principal al numarului

complex.

Teorema ce urmeazd determind formulele pentru calculul produsului, catului, puterii
cu exponent intreg a numerelor complexe reprezentate sub forma trigonometrica.
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Teorema 3. Dacd z, z,, ze C', z, =r,(cos@, +ising,), z, =r,(cos@, +ising,),
z=r(cos@ +isin¢@), atunci:
Z°5,=h 'rz(COS((pl +(p2)+iSin(§Dl +§Dz)); (3)
zZ v, ..
Z_l = r—l(COS((Pl - (pz) + ISIH((pl -0, )); “)
2

2

z" =r"(cosn@ +isinng), ne Z (formula lui Moivre'). (5)

Demonstratie
Pentru formula (3) avem:
2,2, =1, - 1,(cOSQ, cOSQ, +icos@, sin@, +ising, cos, +i’sing, sing,) =

=17, -1,[cos®, cos@, —sin@, sin @, +i(cos @, sin@, +sinQ, cosQ,)]= Abraham e Moivie

=ncn (COS((pl + (pz) + isin((pl +0, ))
Similar se obtine formula (4) pentru catul numerelor.
Formula (5) pentru ne N se demonstreaza prin metoda inductiei matematice.
Pentru n=—k, ke N’, formula (5) se verifica astfel:
PP S Meos0+isin0) -+ (co5(0 — ko) +isin(0 — k) =
z  r"(coske +isink@)

=17 (cos(—k@) +isin(—k@)) = r"(cosn@ +isin ne). [

Observatii. 1. Din (3) si (4) rezultd respectiv proprietatile 4° si 5° ale modulului
numarului complex, mentionate in teorema 2.

2. Din relatiile (3)—(5), respectiv, rezulta: argumentul produsului este egal cu suma
argumentelor factorilor; argumentul catului este egal cu diferenta dintre argumentul
deimpartitului si argumentul impartitorului; argumentul puterii z” este egal cu produsul
dintre exponentul intreg » al puterii si un argument al bazei z. De mentionat ca aici
egalitatile au loc cu exactitatea unui termen multiplu al lui 27.

Exercitiu rezolvat
% Si se calculeze 4 :w.
(—3+i)"

Rezolvare:
Pentru a efectua calculele, este comod sa scriem numerele sub forma trigonometrica:

1+i:ﬁ(cos%+isin%), l—i\/g=2(cos(—%)+isin(—%)}

—/3+1 =2(cos5?”+isin%r).

! Abraham de Moivre (1667—1754) — matematician englez de origine franceza.
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Folosind formulele (3) — (5), obtinem:

_4\/§(cos’j+isin’j)[cos(_g‘)ﬁsin(_’;)]_ 42 l:cos(—m)+151n(—1”2):| )

30
5 5 30 s cin[ O
[2(cos6+1sm61| 2 [cos( 6 30)+1sm( ¢ 30):|
55
22 [cos( ) 1s1n( ):l
12 12 5 55
= =2 [ ( l)+isin(—£)]:2 2(co 117[+1s1nm}

c0s25m +1sin25x 12 12 12 12

Se stie ca radacina de ordinul #» a numarului real @ (in caz ca existd) este un numar
real b, astfel incat b" =a. Acest concept se generalizeaza pentru numerele complexe.

Definitie. Numarul complex u se numeste ridicini de ordinul n, ne N, n>2,
a numarului z daca u" =z.

Exemple
o . B 1,iW3 1 i3
Radacini de ordinul 3 ale numarului 1 sunt 1, ——+——, —————, deoarece
A , " , 2 2 2 2
N =[—%—%) =(—%+%) =1, iar radacini de ordinul doi ale numarului 1 sunt *1.

Daca numaérul complex este scris sub forma trigonometrica, atunci radacinile Iui de
ordinul z se determina relativ usor.

Observatie. Daca n parcurge toate valorile din multimea {k, k+1, ..., m}, k, me Z,

k <m, atunci vom nota n=k, m.

Teorema 4. Exista n radacini distincte de ordinul n, n€ N, n>2, ale oricarui numar
complex nenul z. Anume daca z =r(cos@ +isin @), atunci multimea tuturor rada-
cinilor de ordinul 7 ale lui z este

{W(cos ¢ +nZk7t +1sin ¢ +’12kﬂ )

k=0,n 1} (6)

Demonstratie

Fie u=p(cosy +isiny) o radacind de ordinul n a lui z, adica u" =z, p si
¥ ramanand a fi determinate.

In baza formulei lui Moivre, avem p”(cosny +isinny) = r(cos@ +isin @), iar din (2)
obtinem p" =r si ny =@+ 2nk, ke Z.

Din prima relatie avem p =1/r (amintim ca re R, deci /7 este un numdr real

Q+2nk _¢ + 21tk
n n n

, ke Z. Pentru

pozitiv unic determinat), iar din a doua obtinem y =

174



Numere complexe

k=0, n—1 se obtin n valori distincte pentru u:

= o 22 4228

non n

deoarece aceste numere se reprezintd (verificati!) in planul complex prin varfurile unui
poligon regulat cu n laturi (daca n > 3), nscris in cercul de centru O (originea sistemului
de coordonate) si raza (/m .

Se poate ardta ca orice u,, k€ Z, este egal cu un oarecare u,, unde 0<t<n—1.
Astfel se obtin exact n rdddcini distincte de ordinul n ale luiz, z#0. P

Observatii. 1. Argumentele numerelor din (6) nu sunt neaparat argumentele principale
ale acestora.

2. In continuare vom calcula doar radacinile de ordinul 2, 3, 4.
Exerecitii rezolvate
% 1. Utilizind teorema 4, si se determine radicinile de ordinul doi ale numarului —

Rezolvare:
Scriem numarul —4 sub forma trigonometrica: —4 =4-(cosz +1isinr).
Din (6) obtinem:

u,=2- (cos£+1sm—) 21, u, :2(cos7Z ton +isinn+2n )z—Zi.

2 2 2 2

Asadar, radacinile de ordinul doi ale numarului —4 sunt + 2i.

% 2. Si se determine si sd se ilustreze geometric radicinile de ordinul trei ale numa-
rului 2i.

Rezolvare:

Deoarece 2i= 2(005% + isin%), din (6) obtinem:

u0=3\/5(008€+1s1n€)_\/_[£ _J

T T
T +2n ~+2n x
_3 2 cei 2 a3l V3 1.
u, =+/2| cos 3 +1sin 3 —«/2( 5 +21),
T
“+4r “+4r
u, =3/2| cos-2 3 +isin-2 =2
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Aceste numere se reprezintd geometric prin varfurile
unui triunghi echilateral (fig. 6.3, a)).

% 3. Sa se determine radacinile de ordinul patru ale
numarului 1.

Rezolvare:

Pentru radécinile de ordinul # ale numarului 1 obtinem:

g, = cosﬁﬂsin%, k=0,n-1
n n

In figura 6.3 b) sunt reprezentate geometric ridacinile
de ordinul patru ale numarului 1: {*1,+i}.

Radacinile de ordinul doi, ¢, o,, ale numarului com-
plex nenul a + bi sunt numere opuse si pot fi determi-
nate fara a utiliza forma trigonometrica a acestuia:

y
st T
6 6
u, u,
A2
2
u, a)
y
&
/\ &
82 X/ 1 X
g, b)

[ or [ Fig. 6.3
1) pentru b#0, o, , =+ ,/Wﬁsgnb,/% :

i«/;, daca a=>0

1, daca b>0

2) pentru =0, o, :{ii\/m, dack a <0, unde sgnb =40, dacd b=0

Exercitii rezolvate

-1, daca b<O.

% 1. Si se determine radacinile de ordinul doi ale numarului 40 — 42i.

Rezolvare:

Cum b=—42<0, obtinem ¢, , = J_{\/%(\Moz +427 +40) — i\/%(«/402 +42° —40) J

Deci, {7 +3i, 7—3i} este multimea radacinilor de ordinul doi ale numarului 40 —42i.

% 2. Si se rezolve in C ecuatia z* —3z+3—-1=0.

Rezolvare:

Aplicam formulele cunoscute pentru determinarea solutiilor ecuatiei de gradul II.

Discriminantul este —3 + 41, iar radacinile de ordinul doi ale numarului complex —3 + 4i

sunt 1+ 2i si —1 - 2i.

Deci, solutiile ecuatiei sunt: z, = L

Raspuns: S ={2+1,1-1}.

3+(1+21) L 3—-(1+2i)
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A 1.

B, 3.

C 6.

Exercitii propuse |

Profilul real
a) In planul complex construiti imaginile numerelor:
1,4, 1-i, =5, 3, =3+i, —1-2i, 1-iv2, V2 -i.
b) Imaginile caror numere apartin axei Ox? Imaginile caror numere apartin axei Oy?
c¢) La ce distanta de origine se afla imaginea lui z?

. Sa se determine radacinile de ordinul doi ale numarului:

a) —2i; b) —=5-12i; c) 48+14i;

d) 2-243i; e) 1-2iv6; £) —1+2i/6.
1) Sa se rezolve in C ecuatia:

a) 2’ +4z+4-2i=0; b)i-z° —(4+1)z+6+12i=0,

¢) 22 +(3-2i)z—1-3i=0; d) 1+i)z2° +2+i)z=7-i=0;

e) 2+i)z’ —=(5-1)z+2-2i=0; f) z? —(48+14i)=0.

2) Poate avea ecuatia de gradul doi cu coeficienti complecsi (nereali) solutii reale?

. m Lucrati in perechi! Fie oo+ i si —or— Bi radacinile de ordinul doi ale numarului z.

S se determine radacinile de ordinul doi ale numarului —z.

. Sa se reprezinte sub forma trigonometrica numarul:

a)-5; b)-3i; ) 1-iv/3;
. 1 \/§ _ T .. T
d) 2-2i; e) 5 71, f) 4(cos 5 1sin 5 ),
1 100
g) 3+4i; h) sing —icos@; i) (1_1) .
Sa se calculeze:
T .. T T ,.. T
cos——+isin— || cos== +isin - 20
12 12)( 24 24) ey ~i
a) ( © b)) (1+iW3)-(+i); © [‘B .‘) .
T, .. T 1+1
cos§+1sm§

. Sa se determine radacinile:

a) de ordinul trei ale numarului i;

b) de ordinul trei ale numarului —27,;

¢) de ordinul patru ale numarului 2 — 2i\3 ;
d) de ordinul patru ale numarului —1.

. Sa se determine numerele complexe z care satisfac conditiile:

a) Imz>1, |z|<1; b) Re(iz)=1, [z +i|=2.

. (BAC, 2019) Determinati valorile reale ale p, ¢ pentru care 2+1i este solutie a ecuatiei

x*+px+q=0.
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m| Aplicatii ale numerelor complexe

3.1. Rezolvarea ecuatiilor de forma mz* + p=0, me C*, peC, ke N’

Definitie. Ecuatiile de forma mz"' + p=0, me C", pe C, ke N, se numesc
ecuatii binome.

Ecuatia binoma mz"* + p=0 este echivalenti cu ecuatia z* = ~ L Dpe aceea, pentru a
m

o rezolva, determinam toate radacinile de ordinul %k, k£ >2, ale numarului — %

Exercitiu rezolvat
% Si se rezolve in C ecuatia 2z* =1+iv/3.
Rezolvare:

224 =1+i3 & z' = % + i%. Pentru a determina radacinile de ordinul 4 ale numa-

V3

rului complex % + iT, il scriem sub forma trigonometrica: cos% + isin%.

Aplicand (6) din § 2, obtinem:

_ To.. T I . T
z, =C0s—+isin—; z =cos——+isin—;
12 12 12
13z .. 13;w. 197 .. 19«
z, =C0S——+isin——; z, =cos——+isin——.
12 2 12 12
Raspuns:
S={c05£+isinl, cos7—”+isin7—n, cos137r +isin137Z , cos19n +isin19ﬂ}.
12 12 12 12 12 12 12 12

3.2. Rezolvarea ecuatiilor bipatratice mz* + pz° +¢=0, me C", p,qeC

Definitie. Ecuatiile de forma mz*+ pz> +¢=0, me C’, p,qe C, se numesc
ecuatii bipatratice.

2
. o o . +pu+q=0,
Prin substitutia z* =u, ecuatia bipatratica se reduce la sistemul {mzu puTq
z" =u.

Exercitiu rezolvat
% Si se rezolve in C ecuatia z* —3z° +3-1=0.

Rezolvare:
Notim z*> =u si obtinem ecuatia u> —3u+3—i=0. Aplicim formulele din §2 si
obtinem u, =2+i, u, =1-1i. Pentru z avem doud cazuri: z* =2+1i §i z° =1-i.

2 2

Solutiile primei ecuatii sunt z,, =3
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Solutiile ecuatiei a doua se determina cu ajutorul formulei (6) din § 2, unde

1-i=+2[ cos T )tisin| = ||.
4 4
Obtinem z, =%(cos(—%)+isin(—%)} z, :4\/5(0057?”4.3&17?”}

Raspuns:
§=14* \/\/§2+2+i\/\/§2—2 ; %(cos(—%)+isin(—%)); ‘{E(cos%ﬂsin%)}.

3.3. Rezolvarea ecuatiilor reciproce

Vom examina ecuatii de forma ax’+bx’ +bx+a=0, ax*+bx’ +cx’ +bx+a=0,
a,b,ceR, a#0, care sunt ecuatii reciproce de gradul trei si respectiv patru.

Exemplu
Ecuatia x* —3x’ +4x> =3x+1=0 este ecuatie reciprocd de gradul patru.

La rezolvarea acestor ecuatii se va tine cont de urmatoarele proprietati:

1° Ecuatia ax’ +bx’ +bx+a=0 are solutie numarul x, =—1.

2° Prin substitutia y =x +%, ecuatia ax* +bx’ +cx’ + bx+a =0 se reduce la un sistem
format dintr-o ecuatie de gradul I in y si o totalitate de doud ecuatii de gradul II in x.
Exercitiu rezolvat

% Si se rezolve in C ecuatia x* —3x” +4x” —=3x+1=0.

Rezolvare:
Se observa ¢cd x=0 nu este solutie, de aceea, impartind la x°, obtinem ecuatia
. < 2 3.1 2 1 1
echivalenta: x” -3x->+—+4=0x"+—-3| x+— |[+4=0.
X Xx X X
. 1 oo 1 1Y 2 R :
Notam y=x+—, atunci x"+—=[x+—|-2=»" -2 si obtinem ecuatia
X X X
x+l=L
y* =3y +2=0, cusolutiile y, =1, y, =2. Revenind la necunoscuta x, avem: ch
X+—=2.
X

x—x+1=0,
x*=2x+1=0.

1-i3 . 1+iV3
s My .

Deci, solutiile ecuatiei initiale sunt x, =1, x, =1, x, = > 5

1=iV3 1+i\/§}‘

Astfel, obtinem urmatoarea totalitate de ecuatii de gradul II: |:

Raspuns: S = {1, 5 5
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3.4. Aplicatii ale numerelor complexe in geometrie

Numerele complexe pot fi aplicate in acele domenii in care sunt examinate marimi
vectoriale. In acest caz, operatiile asupra vectorilor, care se efectueazi, de obicei, sub
forma geometrica, se inlocuiesc cu operatiile respective cu numere complexe reprezentate
sub forma algebrica sau trigonometrica, care se efectueaza mai usor.

Pentru comoditate, in continuare vom nota cu z=x+iy, z, =x, +1iy,, z, =x, +1y,,
z, =X, +1y,, ... afixele punctelor M, M,, M,, M,, ..., respectiv.

a) Ecuatia cercului de centru M, siraza reste |z—z,|=r, sau
2 2 2
(x_xo) +(y_y0) =r.
Intr-adevar, M e ‘€ (M,,r) daca si numai daca | MM, |=r, adicd |z—z,|=r.

b) Inecuatia ce determind discul de centru M si by
raza r este |z—z,|<r.

c¢) Inecuatia ce determind inelul cuprins Intre cer- 7
curile concentrice € (M,,r) si € (M,,r,), 1, <r,, este - M, )"
n<|lz—z,|<n (fig. 6.4). Zo
< R . o
d) Masura unghiului M, M, M; admite reprezen- Fig. 6.4 *
zZ,—z o
tarea m(£LM, M, M,)=arg—=—2=+2nk, pentru un
Z171z, y

oarecare ke Z.

Formula se obtine din proprietatea

arg L% arg(z, —z,)—arg(z, —z,)+2nk, ke Z
1“2
(fig. 6.5). 0 : -
Exerecitii rezolvate Fig.6.5

% 1. Sa se scrie ecuatia cercului de centru M, (1, —2) si raza 3.

Rezolvare:
Punctul M, este imaginea numarului z, =1-2i, deci M € €(M,, 3) dacd si numai
dacd | z—(1—-21)|=3, unde z = x +1y este afixul lui M (x, y). Aplicand formula modulului

numarului complex, obtinem: \/(x -D’+(y+2) =3 (x-1)’+(+2)°=9, x,yeR
% 2. Si se reprezinte in sistemul de axe ortogonale xOy locul geometric al punctelor
M (x, y) ale céror afixe z=x+1iy satisfac conditia |z — 1+1|<3.

Rezolvare:
|z-1+i|S3 & |x+iy-1+i|<3 &
<:>|(x—1)+(y+1)'i|S3<:>(x—1)2+(y+1)2 <9=3%,
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Se obtine discul de centru A(1, —1) si raza 3 (fig. 6.6).

% 3. Sa se decida daca imaginea numarului z=1+1 / ’N

apartine domeniului determinat de inecuatia dubla 0 X
2<|z— 1+i|<3. -1 -4
Rezolvare:

Prin substitutie in inecuatie, ne convingem ca M (1, 1)
apartine inelului cuprins Intre cercurile de centru A(1, —1)

si razi 2, respectiv 3. Fig.6.6
Exercitii propuse |
Profilul real
A, 1. Saserezolve in C ecuatia:
a) (1-1)z* =1-iV/3; b) (1+iV3)z’ =1+i; ¢) z* =722 +6=0;
d) z*+z°-2=0; e)zt+z°-6=0.
«\3 - \2 .
2. Si se rezolve in C ecuatia (Z_% ) +(Z_% ) +(Z_% )+1 =0.
z+i zZ+i z+i

B, 3. Siserezolve in C ecuatia (z+1)* =(z—1)".
4. Sa se rezolve in C ecuatia reciproca:
a) x' +5x° +2x7 +5x+1=0;  b)x'-3x’—2x"=3x+1=0; c¢)x —4x’—4x+1=0.
C, s. m Lucrati in perechi! Sa se arate ca solutiile ecuatiei (z+1)" +(z—1)" =0 sunt nume-
re reale.
6. a) Sa se calculeze a = 1_5—21 —-(1-1)(2-1). b) Sa se determine | a|.
¢) Sa se determine daca imaginea lui @ apartine cercului de centru A(1, —1) siraza 3.

7. ﬁ?ﬁ[\ Lucrati in grup! Proiect Aplicatii ale numerelor complexe in stiinta si tehnicd.

Exercitii si probleme recapitulative |

Profilurile umanist, arte, sport
A 1. Si se calculeze:

a) (243i)+(-1-1); b) (4+3i)—(2+5i); c) (1-3i)-(2-4i);

d) (2+1):(3+4i); e) i’; f) ()" g ()"
2. m Lucrati in perechi! Sa se arate ca numarul este real:

. 11y 1 1
1 24, I N + .

R b)(1+i 1—1)’ REFT TR
3. Saserezolve in C ecuatia:

a) z° =—4; b) 2z +2(z—7)=25+12i; ) 222 +2z+1=0.

. —1
B 4. Sise calculeze modulul numirului z = (78 J:_ J .
-4

5. Fie z, =+/3 +1i, z, =—2—2i+/3. Sa se calculeze: a) Z, - z,; b) (z,:2,)%.
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C e.

S N A W

B,

L

. Sa se calculeze modulul numarului z =

1+i\6 \12
—(1=1)"2:
1-iV3 (=0
5+i1
A+1)(2-3i)°

) . e S
Sa se calculeze: a) (1+1)(2+1)+ o b)

(1+2i) —(1-2i)°
Qi) —Q2+i)

c) d)

. Sa se determine z =x+1y, daca 2z=|z|-2i.

Profilul real

. Sa se calculeze:

a) (2-3i)+(~1+1i); b) (4-3i)—(2-5i); ¢) (1+3i)- (2 +4i);
d) (2-1):(3—-41); e) (=)’ f) (<) g i

. Sa se arate ca numarul este real:

a) (1-i)*; b) (11—1}”) o) ﬁﬁuﬁ; d) (V3 +i)’.

1

. Saserezolvein Cecuatia: a) z°=-9; b) zz+2(z-2)=20+8i; c¢)2z°-2z+1=0.

8+1
T—-4i

. Fie z, =3 -i, z, =-2+2iy/3. Sasecalculeze: a) Z, - z,; b) (z,:2,)".

. Si se rezolve exercitiul 6, C.

. m Lucrati in perechi! Sa se determine z =x+1iy, dacd 2z =|z|+2i.

. Sa se determine partea reald a numarului (\/g +1)°.

9. Sa se rezolve in C ecuatia:

10

11.

12.

C, 13.

14.
15.

16.

B2 =30z[+3=0 b)[z|-2:42i=0; o 12515,
d) 2°+|z[=0; e) (2+i)z* —(5-1)z+(2-2i) = 0.

. Sa se scrie sub forma trigonometrica numarul:

6 6 2
Sa se determine radacinile de ordinul trei ale numarului:

a) —2+2i3; b)—%(ﬁm.
Sa se calculeze:

2) (\/EHJIZ, b) [\/g+i]]2+(\/§—ijz_ 0 (1-iy/3)"
i) = ’ NNE

1 1+i (1+1)"

.. —T . . T
a) cos—+isin—; b) sinax—icosa, o e O,).

. o < 1
Stiind ca z° +z+1=0, si se calculeze z* +—.
z

Sa se determine 7, ne N, pentru care este adevarata egalitatea (1+1)" =(1—-1)".
%Investiga,ti! Fie numerele complexe z, =1+1, z, =2+1, z, =2+31, z; =3+1i sl
M,, M,, M,, M, respectivimaginile lor.

a) Sase calculeze |z, —z, |, |z, =z, |, | z; =z, |-

b) Sa se determine care dintre punctele M,, M,, M, apartin discului de centru M, si
raza2.

a) Sa se rezolve in C ecuatia z° +2z+ 3=0.

b) Sa se determine modulele solutiilor ecuatiei.
c) Sa se afle imaginea carei solutii apartine cercului de centru M (1, 1) si raza 3.



Numere complexe

" Testsumatiy |

Timp efectiy de lucry:
45 de mi .
Profilurile umanist, arte, sport minute

1. Pentrucare x, y€ R suntegale numerele z, = (2 +3i)x—3x+4i si z, =(2i —5y)(3—-1)? ®
2. Calculati: a) (2—3i)—(;+§i); b) 27 "j
3. Rezolvatiin C ecuatia (3+2i)z+5z=4. @
4. a) Argumentati cd ecuatia 7z° —2z+13 =0 nu are solutii reale. @
b) Rezolvati in C aceasta ecuatie. ®
5. Fie z=-1-1.
a) Calculati z°. ®
b) Indicati litera corespunzatoare variantei corecte.
Numarul z este solutie a ecuatiei
A X +Q2+1)x-3i=0. B x*+4x+1=0.
C x*+(2+2i)x+2i=0. D x*+1=0.
Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte | 36-35 | 34-31 | 30-27 | 26-22 | 21-16 | 15-11 | 10-7 | 6-4 3-2 1-0

nmp efectiy de lucry:
45 de mj :
Profilul real Mminute

1. Calculati: a) (1-2i)’ —[§+‘2ﬁi); b) 23i —.

2. a) Determinati dacd ecuatia 2z* ++/7 z+7 =0 are solutii reale.
b) Rezolvati in C aceasta ecuatie.

3. Determinati z=x+iy,dacd 1-z—zz =1i.

(1+i3)"

(-2+2i)°

5. a) Argumentati ci ecuatia 2z’ =3i are solutii doar numere complexe nereale.

4. Scrieti in forma algebrica numarul a =

b) Rezolvati in C aceasta ecuatie.
6. a) Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale xOy locul geometric al punctelor
M (x, y) ale caror afixe z = x+1y satisfac conditia 1 <|z—2i|<3.
b) Apartine acestui domeniu imaginea numarului z=1-1?
Argumentati raspunsul.

Baremul de notare

® @@ ® ® ®

® ® 0

Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2

Nr. puncte | 36-35 | 34-31 | 30-27 | 26-22 | 21-16 | 15-11 | 10-7 | 64 3-2

1-0
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trice. Determinanti.
Sisteme de ecuatii
liniare

|_Modulul |
/ Ma

Obiective

=2 identificarea tipurilor de matrice, utilizarea terminologiei aferente notiunii de matrice in diverse
contexte;

=3 aplicarea operatiilor cu matrice si a proprietatilor acestora in diverse contexte, ‘inclusiv la
rezolvarea ecuatiilor matriciale;

=2 recunoasterea in diverse situatii a determinantilor de ordinele 2, 3, calculul lor prin diferite

metode; “aplicarea proprietitilor determinantilor la calculul determinantilor de ordinul 4;

rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare, “inclusiv a celor omogene, prin diferite metode;

utilizarea elementelor de algebra superioara studiate in abordarea unor situatii cotidiene si/sau

pentru rezolvarea unor probleme din diverse domenii.

Matrice

1.1. Notiuni generale

Doua intreprinderi produc inghetata. Pentru aceasta ele folosesc 4 componente prin-
cipale: lapte, friscd, zahar si cacao. Prima Intreprindere foloseste zilnic: 890 / de lapte,
400 kg de frisca, 250 kg de zahar, 90 kg de cacao. A doua intreprindere foloseste zilnic
1500 [ de lapte, 700 kg de frisca, 400 kg de zahar si 160 kg de cacao. O intreprindere de
transport a incheiat un contract de livrare a acestor produse Intreprinderilor mentionate.
Managerul firmei de transport a aranjat (pentru comoditate) aceste date in urmatorul tablou:

890 400 250 90
1500 700 400 160 (1)

Tablourile de acest fel (numite matrice) se aplica In matematica, statistica, economie
si in alte domenii.

Definitie. Se numeste matrice de tip (m, n) sau mXn, m, ne N°, un tablou

an alz aln
A=lay ay .. @, @)
aml am2 amn

format din m -n elemente aranjate in m linii §i n coloane.

Se noteaza: 4=(a;), i= _m j=1,_n.




Modulul 7

Elementele a,,, a,,, ..., a, formeaza linia i, iar elementele «,,, @,,, ..., a,, — coloana j
a matricei (2). Deci, primul indice (7) al elementului a; (se citeste a-i-j; de exemplu,
a,, —a-unu-doi, si nu a-doisprezece) indica linia, iar al doilea (j ) — coloana in care el se afla.

De exemplu, matricea (1) este de tip (2, 4), a,, =1500, a,, =700.
Exercitiu. Scrieti: a) elementele matricei (1); b) liniile i coloanele matricei (1).

Multimea matricelor de tip (m, n) cu elemente din C (respectiv din R, Q, Z ) se noteaza
cu M, (C) (respectiv M, (R), M, (Q), ., (Z)). In cele ce urmeazd vom studia

matrice cu elemente numere complexe, daca nu este specificat altceva.

Deosebim mai multe tipuri de matrice. Pentru m =n matricea (2) are forma

all a12 aln
A=|a, a, .. a, |Ssisenumeste matrice patraticd de ordinul n. In acest caz,
anl anZ ann

multimile .4, ,(C), ., ,(R), ... se noteazd, respectiv, ./, (C), M, (R),... In matricea
patratica, elementele «,,, a,,, ..., a,, formeazd diagonala principala, iar elementele
ay,s Ay ys o — diagonala secundard a acesteia. O matrice pdtraticd in care
toate elementele situate deasupra (respectiv dedesubtul) diagonalei principale sunt egale
cu 0 se numeste inferior (respectiv superior) triunghiulard.

a o, 4, a

nl

all

. . a . , .-
Pentru n=1 matricea (2) ia forma A=| *' | si se numeste matrice-coloand, iar

aml

pentru m =1 matricea (2) devine 4=(a,, a,, ... a,,) sise numeste matrice-linie. Matri-

1 0 ... 0
cea patratica de ordinul » de forma /, = 0 1 .. 0|fsenumeste matrice unitate si
00 .. 1

se mai noteaza cu /.

Daca toate elementele matricei (2) sunt egale cu zero, atunci ea se numeste matrice
nuld sau zero $i se noteazd cu O,  sau cu O, daca tipul ei este subinteles.

Exemple
10 3 4
1 0 2 1 0 0 0 2 1 2 0 0
3 -1 0 01 0|=1, 00 -1 1 0 0(=0,,
4 0 5 0 0 1 00 0 4 0 0
Matrice patratica Matrice unitate Matrice superior Matrice nula
de ordinul 3 de ordinul 3 triunghiulara de ordinul 4 detip (3,2)

Daca se stie ca matricea A€ ./, ,(C), atunci o vom nota simplu 4 =(a,).

Definitie. Doud matrice 4=(a;), B=(b,)e M, (C) se numesc egale daca

a;=b;, i=l,m, j=1n.
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Matrice. Determinanti. Sisteme de ecudtii liniare

1.2. Operatii cu matrice

Q Adunarea matricelor, inmultirea matricelor cu scalari,
transpusa unei matrice

Definitie. Fie 4=(a;), B=(b;)€ M, ,(C). Se numeste suma matricelor 4 si B
matricea D=(d;)e M, (C), unde d; =a; +b;, i=l,m, j=1n

m,n ij>

Se scrie: D= A+ B.
Exemplu

. 2 1 3) . -1 -7 5 .
Suma matricelor 4= si B= este matricea
-1 0 -4 2 -3 0

oo 271 1=7 3451 -6 8
| -142 0-3 —4+40) |1 -3 -4

Definitie. Se numeste produsul matricei 4=(a;)e ., ,(C) cu numarul ace C

matricea B=(b;)e€ M, ,(C), unde b, =0t~ a
Se scrie: B =aA.
Observatii. 1. Cu —4 vom nota matricea (—1)4, fiindcd 4+ (-1)A=(-1)A+ 4=0.
Matricea —4 se numeste opusa matricei A.
Pentru suma B+ (—A) se va folosi notatia B — A.
2. Suma matricelor se defineste doar pentru oricare doud matrice de acelasi tip, Insa
orice matrice poate fi inmultita cu un numar.

jo i=Lm, j=1n

Exemplu
Pentru matricele din exemplul precedent avem:

4 2 6) . -1 =71 51
24 = , 1B=| _. . -
( -2 0 —8] [ 21 =31 0 )

Definitie. Se numeste transpusa matricei 4=(q,)e ./, (C) matricea

B=(b,)e M, (C), astfel incat b, =a,, i=Lm, j=1n.

Daca matricea A este de tip (m, n), atunci transpusa ei este de tip (n, m) si se notea-
74 'A; coloanele (liniile) ei coincid cu liniile (coloanele) respective ale matricei 4.

Exemple 2 3
2 0 1 .
1. Daca A= , atunci ‘A=[0 -1]|
3 -1 0
1 0
. 2 0 3 1 00 . . <
2.Fie A= , B= . Sa se determine daca pot fi efectuate ope-
1 4 =2 010

ratiile 3-4—5B.
Intrucat matricele ‘4 si B (deci si 3-'A si 5B) sunt de diferite tipuri, rezultd ca nu
poate fi calculata ,,matricea” 3-4—5B.

(187



Modulul 7

Proprietatile operatiilor cu matrice, definite mai sus, sunt expuse in

Teorema 1. Pentru orice matrice 4=(a,), B=(b,), D=(d;)e ., ,(C) si pentru
orice numere o, € C, au loc egalitatile:

1° A+ B=B+ A (adunarea este comuta- 5° (ax+pB)A=o04+ B4,
tiva); 6° oA+ B)=0d+0B;

2° A+(B+.D).=“(A+B)+D (adunarea 70 (Olﬂ)A=OC(ﬁA);
este asociativa); 8° 1. A= 4

3° 4+0=0+ A= A (matricea nuld O . o
este element neutru la adunare); 9° o) =a4;

4° A+(—A)=—A+ A=0 (orice matrice 10°°(4+B) =4 +B;
are opusa); 11° '(‘4) = A.

Demonstratie

Pentru demonstratie se aplica definitia egalitatii matricelor si proprietatile operatiilor
cu numere complexe. Sd demonstram, de exemplu, proprietatea 2°.

Matricea F = A+ (B+ D) este de acelasi tip ca si matricea F'=(A+ B)+ D. Ele-
mentul f; al matricei /" are forma f, =a, +(b, +d,), iar elementul respectiv f,]' al
matricei F’ are forma ff =(a; +b;)+d;. Deoarece adunarea numerelor complexe

este asociativa, avem f, = f;, i =1, m, ]—1 n. Deci, matricele F'si F’ sunt egale. P

Exercitiu. Demonstrati celelalte proprietati (in mod analog).

Proprietatile operatiilor cu matrice faciliteaza rezolvarea ecuatiilor matriciale, adica
a ecuatiilor cu necunoscuta o matrice.

Exercitiu rezolvat 2 i 0
% Sa se rezolve ecuatia 2-'A4+3X —4/,=0, unde A=| 1 0 3i]|
Rezolvare: -2 3

in baza proprietatilor 2°—4° din teorema 1, putem trece termenii cunoscuti in membrul
drept, schimbandu-le semnul.

Astfel,
2 1 =2 4 0 0 -4 =2 4 4 0 0
3X=-2-A+41,=-2-|1 0 3(+]10 4 0 |=]| -2i 0 -6|+[{0 4 0=
0 3i -i 0 0 4 61 2i 0 0 4
0o -2 4
= =21 4 -6 | Prin urmare, X—— -2i
0 —-61 4+2i —61 4+2i
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Matrice. Determinanti. Sisteme de ecudtii liniare

Q Inmultirea matricelor
Vom ilustra operatia de inmultire a matricelor printr-un exemplu.

O intreprindere mica produce jucarii: papusi (p) si bufoni (b).
Volumul vanzarilor (mii bucati) in primul trimestru este reflectat de matricea:
p b
5 3)ian.
A=|6 7 |febr.

4 8 |mar.

0
Pretul de vanzare al fiecarei jucarii (in lei) este indicat in matricea B = (90 )E

Determinam venitul lunar (mii lei) pe care 1l obtine Intreprinderea:
v, =5-50+3-90=520 (in luna ianuarie),
v, =6-50+7-90=930 (in luna februarie),
5 =4-50+8-90=920 (in luna martie).
Se observa ca v,, (respectiv v,,, v;, ) se obtine adunand produsele elementelor liniei

intai (respectiv liniei a doua, a treia) a matricei 4 cu elementele respective ale matricei-

coloana B.
vll

Matricea V' =| v,, | reprezintd produsul matricei 4 cu matricea B.

v31

Definitie. Fie matricele 4=(a;)e M, (C), B=(b;)e A, ,(C). Se numeste
produsul matricei 4 cu matricea B (in aceasta ordine) matricea D=(d,,)e ., ,(C)
ale carei elemente d,, se calculeaza astfel:

d,=ab, +ab++ab zaw, =1, m, p=1,k

snnp

Se scrie: D=A-B sau D= A4B.

Altfel spus, elementul ¢, al matricei produs este egal cu suma produselor elementelor
liniei s a matricei 4 cu elementele respective ale coloanei p a matricei B (se mai spune ca
elementul d, este produsul dintre linia s a matricei 4 si coloana p a matricei B).

Atentie. Produsul 4B este definit numai in cazul in care numarul de coloane ale matri-
cei 4 este egal cu numarul de linii ale matricei B. Numarul de linii (coloane) ale matri-
cei AB coincide cu numarul de linii (coloane) ale matricei A (B).

Exemplu 1 0

1 2 0
Sa se calculeze D=A4-B, daca A:[ ) o 3} B=[-1 3
0 2

-2
1|
In baza definitiei, obtinem: 0
[ 11+2:(=D+0-0 1-0+2-3+0-2 1-(2)+2-1+0-0 -1
| =2:140- (1) +(3)-0 (2)-0+0-3+(-3)-2 (—2)-(—2)+O~1+(—3)-0 -6 4]
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Modulul 7

Observatie. Spre deosebire de Tnmultirea numerelor, operatia de inmultire a matricelor
nu este comutativa. In exemplul precedent s-a calculat produsul AB, iar B4 nici nu are
sens (nu existd). Dar si in cazul in care ambele produse 4B si BA au sens, ele nu sunt
neaparat egale.

om0 K )

Proprietatile inmultirii matricelor sunt expuse n

Teorema 2. Daca pentru matricele 4, B, D are sens expresia dintr-un membru al
unei egalitati de mai jos, atunci este definita expresia si din celalalt membru si are
loc egalitatea respectiva:

1° A(BD)=(AB)D (inmultirea este asociativa);

2° A(B+D)=AB+ AD, (A+ B)D=AD+ BD (inmultirea este distributiva fata
de adunare);

3°(4B)='B- 4,

4° A-1,=1,-4A=4, I,, A A (C) (I, este element neutru la inmultire in .4, (C));

5°4-0=0, O0-4=0.

Demonstratie

Aceste proprietati se demonstreaza in baza definitiei egalitatii matricelor si a definitiilor
operatiilor cu matrice.

S& demonstram, de exemplu, proprietatea 1°.

Fie A=(a;)e .M, (C), B=(b)e M, ,(C), D=(d,)e M, (C) matrice arbitrare.
Pentru ele are sens produsul (AB)D. Sa observam mai intai ca are sens si produsul
A(BD): matricea BD contine 7 linii §i ¢ coloane, deci este definit produsul A(BD) si el
este o matrice de tip (m, g) — acelasi tip ca si al matricei (A4B)D. Pentru a obtine egalitatea
elementelor respective, notam: U=4B=(u;), V=BD=(v,), S=(4B)D=(s,),
T = A(BD) =(t,).

Avem

P P n n p
Zalkbk,, 2 2”11 i ZZ% Z"zk"k Zzazkbﬂd@
I1=1 =1

1=l k=1 k=1 [=1

adica s, =¢, pentru i =1, m, ]—1 q, si, In final, A(BD)=(AB)D. Aici am aplicat pro-

prleta‘gle operatiilor cu numere complexe. P

Exercitiu. Demonstrati celelalte proprietati.

Toate operatiile examinate anterior au sens in multimea ./, (C), de aceea pot fi calcu-
late puteri cu exponent natural ale unei matrice. Dacd ne N" si A€ ., (C), atunci
A"=A-A-...- A. Se verifica fara dificultate egalitatile 4'- 4" =A4"", (4") = A", s,teN".

-~

n
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Matrice. Determinanti. Sisteme de ecudtii liniare

Exercitii rezolvate
% 1.a) Fie f(x)=x"—2x"+3. I
Sa se calculeze f(A)=A4'—2A4+31,, pentru 4= ( : 0].
b) Se poate calcula f(B) daca B=(2 -1)?
Rezolvare:

, [2 —112 —1] [3 —2] N (3 —2){2 —1) (4 —3)
a) A = = A=A A= — .
1 oj1 of |2 -1 2 -1 f1 o) |3 -2
peci. rmn=* 70 AP O P!
e D=3 5 g 2o 3| 3

b) Nu existd B’, deci nu se poate calcula f'(B).

S S i

1 0
% 3. Sa se determine 4", dacd A=(1 } neN".
Rezolvare:

Vom aplica metoda inductiei matematice.
Si intuim o formuld pentru A4". Pentru aceasta, calculim A4°, 4’

R B R A T T

1 0 . . . .
Se poate presupune ca A" = a Cu ajutorul inductiei matematice se poate demonstra
n

cd aceasta egalitate este adevarata pentru orice ne N".

Notiunile ce urmeaza vor fi aplicate la rezolvarea sistemelor arbitrare de ecuatii liniare.

Definitie. Se spune ca matricea nenuld 4 este o matrice esalon (sau matrice in
trepte) daca primul (de la stanga) element nenul al fiecarei linii, incepand cu a
doua, e situat mai la dreapta decat primul element nenul al liniei precedente.

Exemplu
7 0 2
Matricea |0 0 3

31
2 1
0 5 | este matrice esalon, iar matricea (3 O] —nu.
00 00O

Observatii. 1. Dacd matricea esalon are linii nule, atunci ele sunt ultimele 1n aceasta
matrice.
2. Orice matrice esalon patratica este o matrice superior triunghiulara.

Pentru a obtine dintr-o matrice datd o matrice esalon, vom efectua asupra liniilor ei
transformari asemanatoare cu cele pe care le efectuaim asupra ecuatiilor unui sistem
pentru a obtine un sistem echivalent.
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Definitie. Se numesc transformari elementare asupra liniilor unei matrice urma-

toarele transformari:

1) permutarea a doua linii;

2) inmultirea elementelor unei linii cu un numar nenul;

3) adunarea la elementele unei linii a elementelor respective ale altei linii, inmultite
cu acelasi numar.

Matricele 4 si B de acelasi tip se numesc matrice echivalente daca una dintre ele se

obtine din cealaltd prin efectuarea unui numar finit de transformari elementare asupra

liniilor.
Se scrie: 4~ B.
Exemplu 1 -1 0 2
Fie matricea 4= 1 230l Efectuam asupra liniilor ei urmatoarele transfor-

mari (indicate cu ajutorul sagetilor):

a) permutam liniile intai i a doua.
1 -1 0 2 -1 2 3 0)
(:(—1 230{1 —102)’
b) inmultim elementele liniei Intai cu i
if 1 -1 0 2 i —i 0 2i)
(—1 2 3 O]N -1 2 3 0)’
c) la elementele liniei intdi adunam elementele respective ale liniei a doua inmultite cu 2
1 -1 0 2 -1 3.6 2)
(2(—1 230{—1230’
d) la elementele liniei intai inmultite cu 3 adunam elementele liniei a doua inmultite cu 2

(,31—102 1 16 6
-1 2 30 -1 2 3 0)

Teorema 3. Pentru orice matrice nenula A exista cel putin un sir finit de transformari
elementare asupra liniilor care, efectuate consecutiv, reduc 4 la o matrice esalon.

Exemplu
Vom reduce o matrice la o matrice esalon, aratand cu sageti transformarile elementare

efectuate consecutiv:

1

I -1 0 2%x2(1 -1 0 2 1 -1 0 2 1 -1 0 2
2 0 -1 1F¥~f0 2 -1 -3kKk~[O0 1 3 2k~[0 1 3 2|
-1 2 30 o 1 3 2 0 2 -1 -3 0o 0 -7 -7
Observatii. 1. Existd mai multe siruri de transformari elementare asupra liniilor cu
ajutorul carora din matricea data A se obtine o matrice esalon.

2. Matricea esalon la care poate fi redusa 4 nu este unica, nsa toate au acelasi numar
de linii nenule.
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Exercitii si probleme propuse |

Profilurile umanist, arte, sport

A 1. Sase calculeze:

2 -1 7 0 7 5 0 2 -3 =2 i1 3 i
a) + ; b) - o L I ¢
0o 3 1 4 1 -2 -1 0 1 i 0 2-i i 3i
. . 1 -1 i 2 3 i 5
31 0 - . . .
d)(. )—( ]; )30 2 £)2 2 0 -1} g2i|0 2 i [
1 2+1 2 3 .
30 -1 7 3 1 i-1 -3
) 3 i 1 0 00
)1( ! 3} i)(71 ‘1.}_1.(2. ‘1} o o —2f+|o 0 o}
21 -3 4 3 8 i 3 1 2 i 00 0
2. m Lucrati in perechi! Sa se determine numerele x, y, daca
-1 2 0 y 0 6 3 -6 3
X - =+ = .
31 2 1 1 =2 7 =2 2
3. Sa se calculeze 4B, BA (in caz daca exista produsul respectiv):
-1 2 4 7 3 -6 4 0 2
a) A= , B= ; b) 4= , B= ;
35 0 6 -5 2 1 79
300 -1 9 a 1 1 01
c)A=(0 2 0O B=| 6 2 ; dy4=|b 1 y|, B=[0 1 1§
0 01 11 5 c 1 z 1 11
02 3 3 a d g
3 21
e) A=| -1 107,B=1 | O; f) A=|b e h| B=1I,
2 1 1 1 c f i
4. Sase calculeze:
) 3 0Y-1 2)/(0 3 b) 30)(-1 2Y0 3 ) 3 2Y4 2)Y2 1
a X , € 8
L1p 1 2|t 2 11 1241 2 -1 2)1 0)3 3

-1
-2

-3
-4

1 3
2 4

ool

B 5. Sdsecalculeze 4° — B? (in caz daci existd)

-1
1

2
1

oL

,unde 4, B sunt din exercitiul 3.

1
=2

]4.

6. Sa se afle matricea X, astfel incat 3X + 4 =28, unde 4, B sunt din exercitiul 3 a), ¢).

7. m Lucrati in perechi! Sa se calculeze f(A), daca:

2 0 1 2 1
a) f(X)=X"-2X+1, A=1 2 1|, b) f(X)=X"-3X+2[, 4=[1 2
0 0 0 11

1
1|
0
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Modulul 7

C 8. Cinci santiere de constructie C,, C,, C,, C,, C; folosesc caramida produsa la fabrici
amplasate in localitatile 4, B, C. Preturile (sute lei) pentru transportarea unui palet cu 1000
de caramizi de la fiecare fabrica la fiecare santier sunt indicate in urmatoarea matrice:

C C, CC, C
2 3 4 2 3\4
=4 2 3 6 3|B

31 2 3 5])C

Incepand cu luna viitoare, preturile se vor majora cu 10%. Folosind operatia de inmultire a
matricei cu un scalar, sa se afle noile preturi.

9. Numarul de paleti cu caramida transportati de la fabrici la santiere (a se vedea problema 8)
in primele trei luni ale anului sunt date respectiv de matricele M,, M,, M,:

4 710 8 5 210 3 4 4230 2
M=[10 8 4 0 6 M=|6 342 2| M=|301 3 4|
33 4 10 7 33140 6 7 431

Aplicand operatii cu matrice, sa se determine numarul total de paleti cu cardmida transportati
de la fiecare fabrica la fiecare santier in aceste trei luni.
10. % Investigati! In matricele de mai jos sunt indicate rezultatele testarii la matematica in
doua clase (linia a doua contine numarul de note respective).
A_[12345678910} 2=(12345678910}

"lo01 1073431 0 00116 5530 2

a) In care clasa nota medie este mai mare?
b) Sa se propuna o variantad de schimbare a rezultatelor testarii in prima clasa, astfel incat
nota medie sa fie mai mare decat in a doua clasa.

11. Este adeviratd egalitatea matriciald 4°> — B* =(A4— B)(A+ B), pentruorice 4, Be ., (R)?

>

Profilul real

A, 1. Sase calculeze:

20 7 1 i 0 3 1
a) + ; b5 =2|-| -3 1} ) B ol U
-1 3 0 4 . 1 2-1 1 31
0 -1 -2 i

~
—
[\
(=)

30 0 2 10 3 b2
d)(. 1.)—(. } e)3-( ,]; fH2-i 0 7}
1 2+1 -1 3 -1 2 1 .

2 - 3
30 1
2% 2 il b 1(7 -3
111 1— 5 = :
2) : )23 4
5 1 =3
' 30 1) (0 0 0
1)[71 3)— .(2 1} Hlio0 2o 0o
-8 -3 1 =2 i]lo o o



Matrice. Determinanti. Sisteme de ecudtii liniare

2. m Lucrati in perechi! Sa se determine numerele x, y, z, u, daci

3. Sa se calculeze AB, BA (in caz dacad exista produsul respectlv)

R S (I S B

4 1
-1 3 4 0) -5
a) A= , B= b) A=| . B=|0 71
25 7 6/ 2
29
300 -1 6 11 a b 1 01
c)A=|0 2 0] B=| 9 2 5} dy4=|1 1 ,B 01 1}
001 0 3 7 Xy 111
0 -1 2
31 a b 00
2 11
e)A=3 1,3:21; f)yd=|d e f| B= 1 0
10 0 1
3071 &

. Sa se calculeze:

(B S (R 1)];3
o B3 ()

R
9 (‘1 _21)

. 1) Sa se calculeze 4> — B* (in caz daci existd), unde 4, B sunt din exercitiul 3.

2) Este adevirati egalitatea matriciald 4°> — B* =(A— B)(A+ B)?

6. Sa se afle matricea X, astfel incat 3.X + 4 =28, unde 4, B sunt din exercitiul 3.
7. Si se rezolve problema 8, C.
8. Si serezolve problema 9, C.
9. Sa se calculeze: .
N oy A 0 .. 0
)( ] neN; b)( ] neN’; o0 A .. 0], keN’;
01 1 o) T T
0 0 A,
2 -1 -3 4\(2 -1 -2
5 -6 2 18 8
8§ -7 -6 5113 -5 4 6
d| 2 4 3(-3 -1 -2 e)
-3 4 2 6|1 -2 2 =7
-3 1 1 4 5 3
4 3 -7 812 3 1 -2
10. Sa se calculeze f(A), daca:
210 2 1 1
a) f(X)=X"-2X+1, A=|0 2 0 b) f(X)=X’-3X+2[, A=1 2 1|
1 10 1 10




Modulul 7

C, 11. Sise arate cd egalitatea AB— BA=1 este falsa, oricare ar fi matricele 4, Be ./ (C).
12. O intreprindere preconizeaza sa procure 3 tipuri de masini 7,, 7,, 7, de la 3 furnizori
F,, F,, F,. Numarul de masini procurate de la fiecare furnizor este indicat In urmdtoarea
matrice: I 1, T,
1 0 2)\F
M=(1 1 0]|F,.
0 2 1]F

in functie de varianta de completare a acestor masini (doud variante: V, si V,),

intreprinderea le poate procura de la fiecare furnizor la urmatoarele preturi (u.m.):
v
51 41137,
P=(52 40I|L.
5,0 387,
Sa se determine suma care trebuie achitata fiecarui furnizor (in ambele variante).

13. % Investigati! In matricele de mai jos sunt indicate rezultatele testarii la matematica in
doua clase (linia a doua contine numarul de note respective).
(1 234567 8910) (123456728910
1_(0123832100}2_(022273121o}

a) In care clasd nota medie este mai mare?
b) Sa se propuna o varianta de schimbare a rezultatelor testarii in prima clasa, astfel incat
nota medie sa fie mai mare decat in a doua clasa.

14. a) Daca 4- B = B- A, atunci matricele 4, B sunt neaparat patratice de aceeasi dimensiune?
Sa se argumenteze raspunsul.
b) Sa se aduca un exemplu de matrice 4, B (4 # B si diferite de matricea unitate) ce
satisfac egalitatea mentionata.

B Determinanti

Multe probleme pot fi rezolvate cu ajutorul sistemelor de ecuatii liniare (adica ecuatii
de tipul a,x, +a,x, +...+a,x, =c, c,a,€ C, i=1, n). De exemplu, un elev a cumparat
22 de caiete si creioane, achitand cumparatura cu 20 u.m. Céte caiete si cate creioane au
fost procurate, daca un caiet costa 1,5 u.m., iar un creion 0,5 u.m.? Notam cu x numarul
de caiete, cu y —numarul de creioane cumpadrate. Din conditia problemei obtinem sistemul
x+y=22,
25x+1,5y =42.
cunoscute (metoda reducerii, metoda substitutiei), obtinem x =9, y=13.

de 2 ecuatii liniare cu 2 necunoscute: { Aplicand una dintre metodele

In caz general, se examineaza sisteme de ecuatii liniare care contin mai multe ecuatii
si mai multe necunoscute, pentru rezolvarea carora metodele mentionate sunt mai putin
eficiente. In cele ce urmeaza vom expune alte metode de rezolvare, axate pe notiunea de
matrice si pe notiunea de determinant al matricei.

II Observatie. In acest paragraf, termenul ,,matrice” va semnifica ,,matrice patratica”.

1% ]



Matrice. Determinanti. Sisteme de ecudtii liniare

2.1. Determinanti de ordinul 2 (3).
Sisteme de 2 (3) ecuatii liniare cu 2 (3) necunoscute

Forma generala a unui sistem arbitrar de 2 ecuatii liniare cu 2 necunoscute este:

a, x, +a,x,=b —
e 122 v a.,beC, i,j=12. (1)
ij i
ay X, +ayx, :bza
a, 4

Matricea A=
a21 a22

2] se numeste matricea sistemului (1).

Considerand ca in fiecare ecuatie cel putin o necunoscuta are coeficient nenul, rezolvam
sistemul aplicand metoda reducerii. Obtinem:
(anazz —a,a, )xl = bla22 - b2a12 > (2)
(anazz - a12a21)x2 = anbz - a21b1'
Evident, orice solutie a sistemului (1) este solutie si pentru (2). Fie a,,a,, —a,,a,, #0,
atunci obtinem
— blazz _bzalz aubz _azlbl

x, = %2 =G0 3)

1 — > Xy :
a, 4y —apdy a,d,, —a,a,

Definitie. Numarul A=a,a,, —a,,a, se numeste determinantul matricei

aZ] a22

all a12 . .
A =[ J sau determinant de ordinul 2.

all a12

G - Deci,

Se mai noteaza: det 4, | 4| sau o
1 2|

=4,,dy, —a,d, =A.

a21 a22

Expresia A se numeste si determinant principal al sistemului (1).

Se observa ca numaratorii rapoartelor din (3) de asemenea sunt valori ale unor

bl alZ all bl

determinanti, i anume: ba,, —b,a,, = =A,, a,b,—a,b = =A,, numiti

a
2 22
determinanti secundari (sau auxiliari) ai sistemului (1).

21 2

Mentiondm ca A, (sau A,) este determinantul care se obtine din | 4| prin substituirea

b]

coloanei 1 (respectiv coloanei 2) cu coloana ( b
2

) a termenilor liberi ai sistemului initial.

Exemplu 31 3
Determinantul matricei 4 = . este numarul | 4| = ‘4 2‘ =3-2-4-1=2.

Rezultatul obtinut (3) sta la baza urmatoarei propozitii:

Teorema 4 (regula lui Cramer'). Daca determinantul prin-

cipal A al sistemului (1) este nenul, atunci sistemul are o solutie

. , A,
unica: x, ZX’ X, :K.

! Gabriel Cramer (1704—1752) — matematician elvetian.




Modulul 7

Demonstratie

Din transformarile efectuate mai sus rezulta unicitatea solutiei: daca x, =¢,, x, =c,
este o solutie a sistemului (1), atunci ea coincide cu valorile pentru x,, x, calculate
din (3). Faptul ca expresiile (3) pentru x,, x, sunt solutii se verificd prin substituirea

lorin (1). p»

Exercitiu rezolvat
< . . . . .. |2x, —4x, =3,
% Sidserezolve in R, prin metoda (regula) lui Cramer, sistemul de ecuatii 3x +2x =1
1 27

Rezolvare:

. 2
Intrucat A= ‘ 2‘ =4+12=16#0, putem aplica regula lui Cramer. Obtinem:

=BT
R Ty

2 3
=10; A, 2‘3 1‘2—7. Prin urmare, x, =%= >

8
g . e é _l
Raspuns. S—{(g, 16)}

Aplicand metoda reducerii pentru a rezolva sistemul de 3 ecuatii liniare cu 3 necu-
noscute, a carui forma generala este:
all‘xl + a12x2 + a]}'x} = bl >
a, X, +a,x, +a,x,=b,, a
a3 X, +a,X, +a,x; =b;,
se pot obtine ecuatiile A-x, =A, A-x, =A,, A-x, =A,, ©)
unde A= a1y +41,05305 + 305,05, — A30,,05) — 41,0503 — 0105305,

beC, i, j=1,3, (4)

[j,

Al = b1a22a33 + a12a23b3 + a13b2a32 - a13a22b3 - a12b2a33 - b1a23a32 >
Az = a11b2a33 + b1a23a31 + a13a21b3 - a13b2a31 - a11a23b3 - b1a21a33 >

A3 = auazzb3 + a12b2a31 +b1a21a32 _blazza31 _anbzan - alza21b3-

all alZ al}
Definitie. Se numeste determinant al matricei 4=|a, a,, a,, | sau deter-

minant de ordinul 3 numarul ay  dy Ay

A= a),0y 0y + Q0305 + 430,05, — 030,05 — A0y 0y, — A0y A5

a a a

11 12 13

Se mai noteaza: det 4, | A| sau |a,, a,, a,.

a}l a32 a33

Exemplu

2 1 -

0 2 3|=2:(2)(4)+1-3-(-3)+0-4-(-)=(-1)- (-2)-(-3)—-2-3-4-1-0- (4)=—11.
-3 4 4
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Matrice. Determinanti. Sisteme de ecudtii liniare

Observatii. 1. Determinantul matricei 4 de ordinul 3 este o suma de sase termeni,
fiecare fiind produsul a 3 elemente situate cate unul in fiecare linie si in fiecare coloana
a matricei 4 (a determinantului).

2. Pentru memorizarea algoritmului de calcul al determinantului de ordinul 3, se poate
utiliza regula triunghiurilor (fig. 7.1) sau regula lui Sarrus (fig. 7.2): se iau cu
semnul plus produsele elementelor unite printr-o linie sau plasate in varfurile unui
triunghi din figura 7.1 a) sau 7.2 a), iar cu semnul minus — produsele elementelor unite
printr-o linie sau plasate in varfurile unui triunghi din figura 7.1b) sau 7.2b).

a, 4, daj a, 4, a;
TR PN e %2 43 Gy "y 4y ay Ay Ay

A AN v
A a a a ay "y tdsy a4y dsy

2 23 of 23 NN / /
as; 4y “dy as;; Gy Gy a a|2\a13 all/alz aj;
ay Ay Ay ) 4y a4y

a) b) a) b)
Fig. 7.1 Fig. 7.2

Revenim la rezolvarea sistemului (4). Expresia A se numeste determinant princi-
pal al acestui sistem (determinantul matricei 4 a sistemului). Mai observam ca termenii
liberi A ,A,,A, aiecuatiilor (5) sunt si ei determinanti de ordinul trei (verificati!):

b] a12 al} all bl al3 all alZ bl
A=lb, ay ay|, A,=|a, b, ay|, Ayj=|ay, a, b
b3 a32 a33 a31 b3 a33 a31 a32 b3

Mentionam ca A, (i =1, 3) (numit determinant auxiliar) este determinantul matricei
care se obtine din matricea A4 a sistemului (4) prin substituirea coloanei i cu coloana

termenilor liberi ai sistemului (4).
Aplicand egalitdtile (5), obtinem urmatoarea teoremd, similara cu teorema 4.

Teorema 5 (regula lui Cramer). Daca determinantul principal A al sistemu-
lui (4) este diferit de zero, atunci sistemul are o solutie unica:
1 AZ A3

X, ===, X, ==, X;=—>.

A” A’ A

Exercitiu rezolvat

% Sa se determine daca poate fi aplicatd regula lui Cramer si sa se rezolve sistemul:
2x,— x,+x;= 3,

3x, —x, =-1,
4x, + x,—x,= 3.
Rezolvare:
-1 1
Deoarece A=|0 3 -1|=—6+4-12+4+2=-12 si este nenul, rezulta ca regula lui
4 1 -1

Cramer poate fi aplicata.
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Calculdm determinantii auxiliari:

3 -1 1 2 3 1 2 -1 3
A=-1 3 -1|=-12; A,=|0 -1 -1|=0; A,=|0 3 -l|=-12.
31 -1 4 3 -l 4 1 3
. . —12 0 -12
Obtinem solutia: x, :3:1, X, =3:o, X, =3=1,

Raspuns: S ={(1,0,1)}.

Observatie. Rezolvarea sistemelor de acest fel, Tn caz ca determinantul principal este
nul, se va examina in § 3.

2.2. Determinanti de ordinul »

Metoda lui Cramer de rezolvare a sistemelor de 2 (sau 3) ecuatii liniare cu 2 (respec-
tiv 3) necunoscute se va extinde pentru un sistem de 7 ecuatii liniare cu n necunoscute
(ne N, n>2). Rezolvarea sistemului se axeaza pe notiunea de determinant de ordinul ».

Initial, pentru comoditate, vom considera determinantul de ordinul 1, det(a,,) =a,,, si
vom expune un alt algoritm de calcul al determinantilor de ordinul 3, numit dezvoltarea
determinantului dupi o linie/coloand. In acest scop, grupam termenii din definitia
determinantului de ordinul 3, evidentiind elementele liniei Intai:

| A | =a (a22a33 - a23a32) ta, (a23a31 - a21a33) ta;, (a21a32 —ayd; )
Acest rezultat poate fi scris sub forma:

a a a a a a
|A| :all(_l)lﬂ 22 23 +a12(_1)1+2 21 23 +a13(_1)1+3 21 22 )

32 a33 a31 a33 a31 a32
Determinantii de ordinul doi din aceasta expresie se numesc minori complementari
ai elementelor respective a,; din fata lor: ei reprezintd determinantii matricelor obtinute

din matricea initiala suprimand linia 1 si coloana j. Minorul complementar al elementului
a; senoteazd cu M i In aceste notatii, pentru determinantul matricei 4 se obtine expresia

Al=a, (-D"'M'+a,(-D)"M! +a, (-1)"M!, care se numeste dezvoltarea deter-
11 1 12 2 13 3
minantului dupd linia intdi. in mod analog se obtine dezvoltarea aceluiasi determinant
de ordinul 3 dupa oricare linie sau coloand. De exemplu, se verifica usor egalitatea:

aZl a22 all a12 all a12

|A|= a (_I)H3 ta, (_1)2+3 t+a,, (_1)3+3 =

a}l a32 a31 a32 a21 a22

=dag (_1)4]‘731 Tay, (_I)SM; T asy, (_1)6]\733 >
care reprezintd dezvoltarea determinantului dupd coloana a treia.
In mod analog se obtin dezvoltirile determinantului dupa oricare alta linie/coloana.

Exercitiu. Scrieti dezvoltarile determinantului de ordinul 3 dupa alte linii, coloane.
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Exercitiu rezolvat

2 -1 1
% Sisecalculeze A=|0 3 —l|, dezvoltandu-1 dupd o coloana.
4 1 -1

Rezolvare:
Dezvoltam determinantul dupa coloana intai (elementul nul faciliteaza calculul):
3 -1

+ 0 . _1 2+1
A A

1
A=2-(-D" RS (-1)*

i =2.(-2)+0+4-(-2)=-12.

Vom introduce notiunea de determinant al matricei patratice de ordinul n (pe scurt —
determinant de ordinul ), ne N, n>2, inductiv, presupunand cunoscute notiunea de
determinant de orice ordin mai mic sau egal cu n —1 si notiunea de minor complementar
al elementului a; al matricei 4= (a,.j. ), i,] =1,_n. Acesta este determinantul matricei
obtinute din 4 prin suprimarea liniei i si coloanei j; se noteazi cu M ]’

Definitie. Se numeste determinant al matricei 4=(a,)e ./, (C), n=22, sau
determinant de ordinul » numarul

A=a, (-D)"'M! +a,(-D)" M} +..+a, ()" M) => (-1)"a, M) (©6)
j=1
all alZ In
Se mai noteaza: | 4|, det4 sau |a,, a, .. a,l|
anl anZ nn

Notiunea ce urmeaza este extrem de utila pentru calculul determinantilor, precum si
pentru rezolvarea altor probleme.

Definitie. Se numeste complement algebric al elementului g, al matricei
A=(a,)e M,(C), n=>2, (al determinantului | 4]) numarul 4, =(-1)"’/ M.

De exemplu, minorul complementar al elementului «@,, al determinantului | 4| din

-1

exercitiul precedent este M. I= | =6, iar complementul algebric al acestuia este

4
numirul 4,, =(-1)*""-6=-6.

In acesti termeni, definitia determinantului poate fi formulata astfel:
Determinantul matricei este egal cu suma produselor elementelor liniei Intai cu comple-
mentii algebrici respectivi:
|Al=a, 4, +a,A,+..+a,4,=Y a4, (7)
j=1

Formulele (6) si (7) (pentru n =3, ele coincid cu formula de dezvoltare a determinan-
tului de ordinul 3 dupa prima linie, obtinutd anterior) sunt numite dezvoltare a
determinantului dupa linia intdi.

(200



Modulul 7

Exercitiu rezolvat

31 2 3
) -1 0 1 =2
% S3 se calculeze determinantul )
0 0 4 5
0 0 3
31 2 3
1 2 -1 1 =2 -1 0 =2
_1 0 1 _2 141 142 143
00 4 §=3ED0 4 sEren o 4 sle2en 0 0 s
0 3 0 0 3 0 0 0 0
0 0 3 0
-1 0 1
H(=3)-(=D™] 0 0 4=3-04(=1)-(+15)+2-0+(=3)-(~1)-0=—15.
0 0 3

Daca n definitia determinantului am putea inlocui elementele primei linii cu cele ale altei
linii (ca si pentru determinantii de ordinul 3), atunci am calcula determinantul precedent mai
simplu: dezvoltandu-1 dupa linia a patra, vom avea nevoie doar de un minor complementar,
deoarece ceilalti se vor Inmulti cu 0. Teorema de mai jos stabileste ca acest fapt este posibil.

Teorema 6. Fie 4=(a;)e ., (C), n=2. Pentru orice i=1, n are loc egalitatea

A=|A|=a,(-1)"M| +a,(-1)"M,+..+a,(-1)"M)=Ya, 4. (8)
J=1

Formula (8) se numeste formula dezvoltirii determinantului dupd linia i.

Exercitiu rezolvat

31 2 3
) -1 0 1 =2
%, Sa se calculeze determinantul .
0 0 4 5
0 0 3

Rezolvare:

Aplicam teorema 6 dezvoltand determinantul dupa linia a patra (deoarece ea contine
cele mai multe elemente egale cu 0).

31 3
|A|=0-(=D)*"" M +0-(=1)*"> M, +3-(=-1)**|-1 0 =2[+0-(=)*"* M, =(-3)-5=-15.
00 5

Ideea de dezvoltare a determinantului dupa o linie care are mai multe elemente egale
cu 0 genereaza o alta idee: posibilitatea dezvoltarii determinantului dupa o coloana. Teorema
ce urmeaza confirma acest fapt.
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Teorema 7. Fie 4=(a;)e M (C), n=2. Oricare ar fi jzl,_n,
A=|A|=a,(-)"" M} +a, (-1 M’ +..+a, ()" M = a A4,
i=1

Aceasta formula se numeste formula dezvoltarii determinantului dupd coloana j.

Exercitiu rezolvat

% Sa se calculeze determinantul din exercitiul precedent, dezvoltdndu-1 dupa coloana a
doua.

Rezolvare:
-1 1 =2

|A|=1-(=D)"| 0 4  5/+0-(=1)>"M] +0-(=1)"*M; +0-(=1)** M} =—1-15=-15.
03 0

2.3. Proprietatile determinantilor

Calculul determinantilor in baza definitiei este dificil daca elementele lor contin expresii
voluminoase (radicali, logaritmi, numere complexe, ...). Urmatoarele proprietati ale
determinantilor vor facilita calculul lor. In plus, proprietatile 2°, 5°, 8° aratd cum se modifica
determinantul matricei dacé aplicam transformari elementare asupra liniilor lui.

1° Determinantul matricei 4 este egal cu determinantul matricei transpuse ‘A.

Proprietatea poate fi demonstrata pentru n =2, n=3 calculand | 4|, |'4| sau utilizind
inductia matematica pentru »n >3 (determinantul | 4| se dezvoltd dupa linia intdi, iar
|'A| — dupa coloana intéi).

Observatie. Din aceasta proprietate rezultd ca orice propozitie adevarata pentru liniile
unui determinant va fi adevarata si pentru coloanele lui. Din acest motiv, proprietatile
care urmeaza vor fi formulate doar pentru linii, insa ele sunt valabile si pentru coloane.

2° Daca matricea B se obtine din matricea 4 permutand doua linii, atunci | B| =—| 4.

Demonstratie

Aplicam metoda inductiei matematice: pentru k£ =2 proprietatea se verificd imediat,
iar trecerea de la k—1 la k, k=3, se efectucaza dezvoltand determinantul dupa o linie
diferita de cele ce se permuta. P

3° Daca o matrice 4 are doua linii egale, atunci determinantul ei este egal cu zero.

Demonstratie

Intr-adevar, permutand liniile egale, obtinem o matrice B, astfel incat, in baza proprieta-
tii 2°, |B|=—|A|. De fapt, B= A, deoarece am permutat linii egale. Prin urmare,
|A|=|B|=—|A]|, adica 2| 4|=0 sideci |4|=0. P
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4° Suma produselor elementelor unei linii a matricei 4 cu complementii algebrici
respectivi ai elementelor oricarei altei linii este egald cu zero:
a, A, +a,A4,+..+a,A, =0 ([@#k).
Demonstratie
Expresia din membrul stang al egalitatii reprezinta dezvoltarea dupa linia & a determi-
nantului matricei care se obtine din matricea A prin substituirea elementelor liniei £ cu

elementele respective ale liniei 7, adica al unei matrice cu doua linii egale, care este egal

cu zero. P

5° Daca inmultim toate elementele unei linii a unei matrice 4 cu un numar ¢, atunci
determinantul matricei obtinute A" este egal cu produsul dintre ¢ si determinantul matri-
cei 4.

Se mai spune: factorul comun al elementelor unei linii poate fi scos in fata determinantului.

Demonstratie
Elementele a;. ale liniei i a matricei A" au forma: a;. =0-a;. Dezvoltand determinantul

| A”| dupa linia i, obtinem: | 4| :Z(aﬂij)-Aij =a-2aij Ay =a | Al P

Jj=1 J=1
Exemplu
21 3i . L 3 21 3i 2 3
=161—151=1, =1, deci = .
5 8 5 8 5 8

6° Daca toate elementele unei linii a unei matrice sunt egale cu 0, atunci determinantul
acestei matrice este egal cu 0.
Proprietatea rezultd imediat din proprietatea 5° pentru o = 0.

Analog cu proprietatea 5° se demonstreaza proprietatea 7°.

7° Dacé o matrice contine doud linii proportionale, atunci determinantul ei este egal cu 0.
Liniile i 5i s ale unei matrice 4 se numesc linii proportionale,daci a, = f3-a, j= I,_n
Exemplu

2 i -3

4 2i -6|=0, fiindca liniile 1 si 2 sunt proportionale.

77ri\/§

8° Daca la elementele unei linii a matricei 4 adunam elementele respective ale altei
linii inmultite cu unul si acelasi numar nenul ¢, atunci se obtine o matrice al carei deter-
minant este egal cu determinantul matricei 4.

Demonstratie

Fie la elementele liniei k£ a matricei 4 se adunad elementele respective ale liniei s
inmultite cu numarul o Elementele liniei k a matricei obtinute 4" au forma: a,, +oa,;.
Dezvoltand determinantul |A | dupa hmak obtinem
|4 —Z(ak +o-a)A, = Zaijk] +a- ZaVA,( |Al+0-0=[4]. B

Jj=1
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Exemplu

1 2 3
Daca la elementele liniei a doua a matricei 4=|2 4 -6 | adunam elementele
1 2 -3
1 2 3
respective ale liniei a treia Inmultite cu —2, obtinem matricea B={0 0 0
1 2 -3

Astfel, | 4| =|B|=0.

2.4. Calculul determinantilor

Pentru a evita calcule complicate, se recomanda, in prealabil, sa se efectueze
transformari ale determinantului (utilizand proprietatile) pentru a obtine unele elemente
egale cu zero.

Observatii. 1. a) Determinantul matricei patratice (de ordinul 2, 3) inferior/superior
triunghiulare este egal cu produsul elementelor de pe diagonala principala.

b) Determinantul matricei ale carei elemente mai sus/jos de diagonala secundara sunt
nule este egal cu opusul produsului elementelor de pe aceastd diagonala:

a, a, a,l |a, 0 0 a, 4, 4aj
A=10 a, ay=la, a, 0|=a,ay,a;, A,=a, a, 0|=-a,a,a,.
0 0 ay| |ay, ay, a; a, 0 0

2. Pentru determinantii matricelor patratice de ordinul patru situatia este urmatoarea:

a, a, a; a, |la, 0 0 0
A = 0 a, a,; a, ST ) 0 0 _ .
Tl o = 0 =a),Ay 0330,
Ay Ay (A3 Gy Ay
0 0 0 ay |a, a, a; a,
ay  ap 4y dy 0 0 0 a,
A = ay, a, ay 0 _ 0 0 a, a, _
4= o ol lo =04,05,0,0,,.
a4y Ay, Ay Ay
a, 0 0 0| |a, a, a,; ay,

Aceste rezultate se obtin dezvoltdnd determinantul (si cei noi obtinuti) dupa linia ce
contine doar un element nenul.

Exercitii rezolvate

1-1 2 3i
% 1.Sdsecalculeze A=| i 2+i 1.
1 4+1 4
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Rezolvare:
La elementelle 'linieé a dgua adunam elementele respective ale liniei intai (proprie-
-1 i
tatea 8°): A=| 1 441 4i|. Acest determinant este egal cu zero, fiindca are 2 linii
1 441 4
identice (proprietatea 3°).
2 -4 1
% 2. Sa se calculeze A=[3 0 -l|.
1 -2 3

Rezolvare:

Aplicand proprietatile 2°, 8°, se obtine un determinant de forma triunghiulara:
2 -4 1 21 -2 33 |1 -2 3

A=3 0 —l}z (—3 0 -1 )z—O 6 —10|=-1-6-(-5)=30.
1 -2 3 2 -4 1 0 0 -5

I Teorema 8 (determinantul produsului matricelor). Dacd A4, Be ., (C), atunci
| A-B|=[4]|-|B|.

Exemplu

2 1 0o 2 . 1 3
Daca A= , B= , atunci 4B = .
1 1 1 -1 11

Avem | A|=1, |B|=-2, |AB|=-2.

2.5. Matrice inversabile
Este bine cunoscut faptul ci pentru orice numir complex nenul @ existi a', astfel
incat a-a”' =a” -a= L a=1. In intentia de a gisi o matrice B pentru matricea A, astfel
a

incat A-B=B-A=1, se introduce urmatoarea notiune:

Definitie. O matrice patratica 4 se numeste inversabild daca existd o matrice
patratica B, astfel incat AB=BA=1.
Matricea B se numeste inversa matricei 4 si se noteazi A~

Este clar ci matricele B si / sunt de acelasi ordin ca si 4. Dinrelatiile 4- A" =A4"-A=1
rezulti ci A de asemenea este inversabil si cd inversa ei este 4, adicd (47')" = 4.

Exemple 2 1 1
. 3 5) . . 2 =5) .
Inversele matricelor 4 = L siB=[3 0 -l|sunt 4~ = |3 sirespec-
0 2 4
2 61 _— 1 00
tiv B'lzzi2 -12 8 5/, deoarece A1~A=A~A1:(O l)si B"-B=B-B'=|0 1 0]
6 -4 3 001
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Proprietati ale matricelor inversabile

1° Inversa unei matrice inversabile este unica.

Demonstratie

Presupunem contrariul.

Fie B si C doua matrice inverse ale matricei A, adicd CA=AC =1 §i BA=AB=1.
Din aceste egalitati obtinem: B=BI =B(AC)=(BA)C=IC=C. p»

2° Dacd matricele 4,, 4,, ..., A, € .4,(C) sunt inversabile, atunci matricea
A Ay ... A, esteinversabild si (A, A, .- A) " =4 A - A - A

Demonstratie

Intr-adevir, de exemplu pentru &k =2 avem

(A A) (A, A=A, (A4, A" A =ALA" =AA" =1,. [
Utilizand determinantii, complementii algebrici ai elementelor unei matrice patratice,

vom prezenta un criteriu de inversabilitate a matricei si o metoda de calcul al inversei unei
matrice.

Teorema 9. Matricea patratica este inversabila daca si numai daca determinantul
ei este diferit de zero.

Demonstratie
Necesitatea rezultd din teorema 8. Intr-adevir, dacd matricea 4 este inversabila,
atunci / =A-A"". Deci, 1=|1|=|A|-|A™"|, de unde rezultici | 4| # 0 si (foarte impor-

_ 1 .
tant!) | A7 |=—=|A4[".
| 4]
Suficienta este de o mare importanta: demonstratia ei furnizeaza o formula pentru
calculul matricei inverse. Astfel, vom arata ca pentru n =2,

A4, A, 4,
47 :ﬁ A An o Ao ©)
Aln AZn Ann
Intr-adevir, in baza propriettii 4° a determinantilor, obtinem:
A4, 4, A, a, a, .. a,
A_]'A_ﬁ Ap A o An & 2 e [T
Aln A2n Ann anl anZ ann
%Aﬂail %A”ai2 %Aﬂam Ao .
zlLAI IR YRS W :|17| 0 4] . 0 =%1:1.
T T n T 0 0 |A|
Z"Amai1 z“Amai2 ZAmam
i=1 i=n i=n
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In mod analog se aratd ca 4- A

ne

Deci, A4 =A4"-4=1. pp»

Exercitiu rezolvat

2
% Si se determine inversa matricei 4 =| 3
0
Rezolvare:
2
Calculam determinantul matricei: | 4| =|3
0

0 -1 3 -1

A4, = =2; 4,=- =-12; 4
2 4 0 4

-1 1 21

4, == 2 4:6; A22:0 4:8; Ay =
-1 1 2 1

4y = 0 -1 =L 4, 2_3 -1 =5; 4,

1

obtinem, consecutiv, egalitatile matriciale:

2 6 1)(1 0
X=A4"B=L|-12 8 5|2 4 =é
6 —4 3)lo 1
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. .. . - 1
Pentru n=1, din conditia | 4| =|a,,|#0 scriem 4 1 =(—J
all

-1 1

0 -1}

2 4

11

0 -l|=6+4+12=22.
2 4

|3=‘

De exemplu, pentru matricea 4 din exercitiul precedent si B =| 2

14

-2

Inversa exista, intrucat determinantul matricei A este diferit de zero. Determinam
complementii algebrici ai elementelor matricei 4:

30
0 2‘
_1‘
:—4;
2
_1‘
=3.
0
6 1
8 5.
—4 3

Aplicand inversa unei matrice, pot fi rezolvate diverse ecuatii matriciale. Daca matricele
A si B au acelasi numar de linii, atunci ecuatia AX = B, unde 4 este patraticd cu det A # 0,
poate fi rezolvatd in modul urmator: Tnmultind ambii membri ai ecuatiei la stingacu 4™,

AN (AX)=A"B, (A" A)X=A"B, - X=A"B, X=A"B.

1 0
—1 [ avem
_s 0 1
=3 |
7

Exercitiu. Aritati ci solutia ecuatiei XA=B, | A| #0, este matricea X =B- 4"
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Probleme rezolvate

% 1. Pentru producerea 1 t de bomboane ,,Masca” se folosesc 0,2 t de produse de cacao
si 0,5 t de zahar, iar pentru producerea 1 t de bomboane ,,Griliaj” se folosesc 0,14 t de
produse de cacao si 0,6 t de zahar (in afara de alte componente). Sa se afle cantitatea de
bomboane produse de fiecare fel, daca s-au folosit 0,15 t de produse de cacao si 0,5 t de
zahar.

Rezolvare:
Fie x, si x, cantitatea (in tone) de bomboane produse ,,Masca” si respectiv ,,Griliaj”.
0,2x, +0,14x, =0,15
0,5x, +0,6x, =0,5

0,2 0,14
unde 4= , X = N , B= 0.15 .
0,5 0,6 X, 0,5
0,6 -0,14
-0,5 0,2 |

Alcatuim sistemul de ecuatii: { sau, in forma matriciala, AX = B,

o1
Calculam: 4 ——0’05(

Inmultind egalitatea AX = B la stinga cu A~', obtinem:
_ 1 0,6 -0,143(0,15 1 (0,02 0,4
X = A 1B = ? = — ’ = ’ .
0,05 [_0,5 0,2 J{ 0,5 0,051 0,025 0,5
Astfel, au fost produse 0,4 t de bomboane ,,Masca” si 0,5 t de bomboane ,,Griliaj”.

% 2. Se poate demonstra ca aria triunghiului M,M,M,, unde M,(x,, y,), M,(x,, y,),

oy 1
M, (x;, y;), se calculeaza conform formulei: ./, , , = %xz y, 1||. In particular,
Xy 1

punctele M,, M,, M, vor fi coliniare, daca determinantul respectiv este nul.
Fie punctele M, (2, 3), M,(3,0), M,(2, 2). Sa se calculeze aria triunghiului M,M, M,
sau sa se arate ca punctele respective sunt coliniare.

Rezolvare:
2 31

Determinantul {3 0 1| este egal cu —1, deci punctele in cauza nu sunt coliniare.
2 21

Aria AM\M,M, este %-|—1| :% (unitdti patrate).
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Exercitii propuse |

Profilurile umanist, arte, sport
A 1. 1) Sise calculeze determinantul:

3 2 4 2a 3d 5 i s—i 5|
Do Dl g 95 4f DNy S 95 s
53 -7 |1 25 303 9 1o o2
flo 1 9 9h 33 ml-2 1 3 Hp 1 3 Hh =3 4l
106 3 231 14 -2 p1 o3 5 3 3

2) Sa se calculeze determinantul din 1.1) g) utilizand regula triunghiului, apoi, aplicand
proprietatile determinantilor, sa se obtind zerouri de o parte a diagonalei principale/secundare.
Sa se compare rezultatele.

2. 1) Sa se determine daca sistemul poate fi rezolvat prin regula lui Cramer:

3x,—x, =5, 3x, +8x, =1, x,+3x,=2, 4x, +4x, =-3,
2) {xl +2x, =1; b) {4x1 +3x,=2; ©) 3x,—5x,=3; 9 X, —x,=6;
o = X, +8x, +2x, =3, 2x, =4,
e) {Tx‘ _:lxz_f’ m-n#0; f) 92x, +4x, —x, =1, g) 1 2x, +x, +x, =3,
Y, =4 x, — 8x,— 3x, =-2; X, +x, +x, =6;
X, +x;, =5, X, +x, +x, =1, X, +2x,+2x, =2,
h) { -2x,+x, +x, =0, 1){x, +x, —2x, =3, 7) 13x, +4x, +4x, =4,
2x, —x, +4x, =15; 3x,+x,=3x,=7; X, +x, +x;=3.

2) Saserezolve in RXR sistemele din 2.1) aplicand regula lui Cramer.

B 3. Saserezolve in C x C sistemul de ecuatii:

B+i)x+(4-21)y=2-6i, 2-1)x+(2+1)y=6,
) (4-2i)x—(2-31)y=5-4i ) B-2)x+(B+21)y=8;

x—iy-2z=10,
c) yx—y—2iz =20,
ix+3iy+(1-1)z=-30.
S0 g
[ g'(x)
C s. % Investigati! Dependenta dintre cantitatea y (litri) a combustibilului consumat
si greutatea x (tone), xe€([l, 4], a Incarcdturii unui automobil este datd de functia

4. Sa se rezolve in C ecuatia 0, unde f(x)=16x+6, g(x)=4x"+2x.

4 x 2
fx)=x-1 2 x|
6 4 5
a) Sd se scrie f(x) In forma analitica. b) Pentru care x, x€[l, 4], f(x)=07?

c) Pentru care x, xe[l, 4], pierderile combustibilului vor fi minime? Sa se calculeze
consumul respectiv.

6. Utilizand proprietatile determinantilor, sa se calculeze:

atl 1 a° x+a a a X y  x+y
a) |[b+1 1 b*|; b)[x+a x al; oy x+y x
c+l 1 ¢ 2a a x x+y x ¥
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7. m Lucrati in perechi! Sa se rezolve in R ecuatia:

A 1.

2x—4 2 -2 -X a a
a)| x -3 1|=0; b)|x a-x a |=0.
2 -5 x+1 0 a a-—x
Profilul real
1) Sa se calculeze determinantul:
N e A e A O A YN 1L A T |
3 4 4 6 2a 3 ’ i -3/ 30 05—
2 3 -7 112 3 3 -7 11 1 1 15
HIg 1 9 9|2 3 hl2 -1 3; 21 -3; p2 33
4 6 3 531 -1 4 2 11 -3 1 -3 3

2) Sa se calculeze determinantul din 1.1) g) utilizand regula triunghiului, apoi, aplicand
proprietatile determinantilor, s se obtind zerouri de o parte a diagonalei principale/secundare.
Sa se compare rezultatele.

. 1) Sa se determine daca sistemul poate fi rezolvat prin regula lui Cramer:

2) 2x, =3x, =4, ) 3x,+8x, =1, ) 4x, —2x, =5, d 5x,+3x, =3,
X, +2x, =1; 7x, +11x, =3; X, +3x,=2; X, —x,=6;
2x, —x, =1 X +x,—x,=2
ax, +bx, =c bR Lo
e){ ! 7 ) {2x, +4x, —x, =1, g) —2x, +x, +x, =3,
—bx, +ax,=d, a-b#0, a#b; —x, +8x, +3x,=2; X, +x, +x,=6;
3x, —x, =5, 2x, +2x, —x, =4, X +tx, +x; =1,
h) { —2x, +x, +x, =0, 1) 43x, +x, —=3x, =7, 7)) 94X, +2x, +2x, =2,

2x, =X, +4x; =155 X, +x,—2x,=3 2x, +3x, +3x, =3.

2) Saserezolve in RXxR sistemele din 2.1) aplicand regula lui Cramer.

. Sa se calculeze determinantul:
20 20 2 2 11 5 1 2 25 21 20 1 2 3 4
prorg o152 oo -l 12 202 L0 12
Vo1 532 % 5 329 1 a1 % 0219 a4 a0
11 -3 4 1 -3 3 4 2 3 02 0212 1 2 05
. 1) Sa se determine daca este inversabila matricea:
3 2 1 2 23
) b2 b) 01 1 -2 1 dl 1 -1 0
a ; : -2 1 -1 0§
4 3 2 3 2 )
2 2 3 -1 2 1
31 2 1 1 1 1 1 2 3 4
o 3 1 £) 1 1 -1 -1 ) 2 3 1 2
€ 3 N .
1 -1 1 -1 & 1 1 1 -1
4 2 1
1 -1 -1 1 1 0 -2 -6

2) Utilizand complementii algebrici ai elementelor, sa se calculeze inversa matricei din 4.1).
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B, 5. Si serezolve in C ecuatia f,(x) g,(x) =0, unde f(x)=8x+3, g(x)=2x"+x.
S () g(x)
6. % Investigati! Dependenta dintre cantitatea y (litri) a combustibilului consumat
si greutatea x (tone), x€[l, 4], a incarcaturii unui automobil este datd de functia
2 x 2
f(x)=[-1 2 x|
1 45
a) Sd se scrie f(x) in forma analitica. b) Pentru care x, xe[l, 4], f(x)=07?
c) Pentru care x, xe[l, 4], pierderile combustibilului vor fi minime? Sa se calculeze
consumul respectiv.
7. Aplicand proprietatile determinantilor, sa se demonstreze egalitatea:
a, b ax+by+c/| |a, b ¢ a,+bx ax+b ¢ a b ¢
a)|la, b, ax+by+c|=la, b, ¢|;b)|a,+bx ax+b, c|=(1-x")|a, b, ¢,
a, b, ax+by+c,| |a, b, ¢ a,+bx ax+b, c, a, b, ¢
8. Sa serezolve In C x C sistemul de ecuatii: )
{(3—i)x+(4+2i)y:2+6i, {(’2+i)x+(2—i)y:6, x+iy-22=10,
a) . ; . b i . c) 9 x—y+2iz=20,
(4+21)x—(2+31)y=5+4i; B+2)x+(3-21)y=8; i+ 3iy — (1+1)z = 30.
9. Sa se calculeze aria triunghiului M, M, M, sau sa se arate ca punctele M, M,, M, sunt
coliniare.  a) M,(2,1), M, (3, 4), M,(1, 6); b) M, (0, 0), M,(2,1), M,(4, 2);
c) M, (-2,4), M,(0,-3), M,(1,7); d) M, (5, 4), M, (11, 0), M, (0, 3).
10. Sa se rezolve ecuatiile matriciale AX =B, YA =B, unde 4 este din 4 a) si B este din 4 b).
x=2 1 -1 a-x a a
11. Saserezolvein R ecuatia: a)| x -3 1[=0; b)l a a-x a |=0.
2 -5 x+1 a a a-x
C, 12. Daci vom schimba semnele tuturor elementelor determinantului, cum se va modifica

13.

14.

15.

16.

17.

determinantul de ordinul: a)3; b)4?

Cum se va schimba determinantul matricei 4 € .#,(C) daca fiecare element va fi inlocuit
cu conjugatul sau?

Cum se va schimba determinantul de ordinul 3 daca fiecare element se va inmulti cu
acelasi numar nenul o ? B
Zl Zl cl
Sa se arate ca determinantul |z, Z, c¢,|, ¢;€ R, z, € C, este un numar pur imaginar sau 0.
Z3 23 c}
Utilizand proprietatile determinantilor, sa se calculeze:
al a X a a a’ b
a)|b 1 b*; b)la x a; )lc b al
c 1 ¢ a a x b ¢ a
Sa se calculeze determinantul si sa se scrie rezultatul sub forma de produs:
a’ b’ ¢’ a b ¢
a) | bhc ac ab |; b) |[a> b* .
b*+c’ a’+ct a’+b bc ca ab
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BEEN| sisteme de ecuatii liniare

3.1. Notiuni generale

In acest paragraf vom determina conditiile in care un sistem arbitrar de ecuatii liniare
are solutii si vom expune unele metode de determinare a multimii solutiilor acestuia.
Forma generald a unui sistem de m ecuatii liniare cu # necunoscute este:
a,x, +a,x,+..+a,x, =b,

a,x, +a,x, +..+a,x, =b,, —

a,, beC,i=l,m,j=1n (D
a,x +a,x,+.+a,x =b ,
Numerele a,, i=1,m, j=1,n, se numesc coeficienti ai necunoscutelor, iar
b, b,, ..., b, — termeni liberi ai sistemului. Din coeficientii necunoscutelor si din termenii
all alZ aln all a12
liberi formdm doud matrice: A=|a, a, .. a, |, A= a, a,
am] amZ amn aml am2

numite, respectiv, matricea sistemului si matricea extinsd a sistemului.

Definitie. Sistemul ordonat de » numere complexe (c,, ..., ¢,) se numeste solutie
a sistemului (1) dacd, inlocuind necunoscutele x;, respectiv, cu c;, j =1, n, fiecare
ecuatie din (1) se transforma intr-o propozitie adevarata, adica

n

Zaij ¢, =b, i=1,m.
Jj=1

Observatie. Pentru comoditate, vom prezenta solutia unui sistem de ecuatii cu » necu-
Cl
noscute (fiind stabilitd ordinea x,, ..., x,) si ca o matrice-coloand X, =[: | din

. A o . C
A (C), considerand cd se substituie x, =¢,,..., x, =c,. "

Se poate ardta cé daca un sistem de ecuatii liniare are cel putin doud solutii, atunci
multimea solutiilor lui este infinita.

Un sistem de ecuatii liniare se numeste compatibil daca el are cel putin o solutie.
Sistemul care are o solutie unica se numeste compatibil determinat, iar cel care are mai
mult decat o solutie — compatibil nedeterminat. Un sistem de ecuatii care nu are solutii
se numeste incompatibil.

Exemple

2x,+3x, =-1 |4x,—8x,=12; |x,—2x,=4.
Primul sistem este compatibil determinat, fiindcd determinantul matricei sistemului
este nenul si prin metoda lui Cramer stabilim ca el are o solutie unica. Al doilea sistem
este compatibil nedeterminat: solutii ale sistemului sunt, de exemplu, x, =1, x, =-1;
x, ==3, x, =-3. Ultimul sistem este incompatibil fiindca membrii din stdnga ai ecuatiilor

sunt aceiasi, iar cei din dreapta difera.

. e - = -2x, = -2x,=3
Fie sistemele de ecuatii liniare {x‘ 2x, =3, {xl % =3, {xl Y
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A rezolva un sistem de ecuatii liniare Inseamna:

a) a stabili daca el este compatibil;

b) in caz afirmativ, a determina multimea solutiilor sale.

In caz general, vom considera ca rezolvam sistemul de ecuatii in multimea numerelor

complexe.
Scrierea matriciald a sistemului (1) este:
AX =B, 2
xl bl
unde 4=(a,)e M, (C), X=|: | B=|: [e.d, (O).
x}’l bm

Fie Inca un sistem de ecuatii liniare:
AX =8B, 3)
unde matricele 4,, B, sunt de acelasi tip ca si matricele 4, B, respectiv.

Definitie. Sistemele (2) si (3) se numesc echivalente daca multimile lor de solutii
sunt egale (in particular, daca ambele nu au solutii).

Exemplu

Sistemele { au solutie comund x, =1, x, =1, x, =1,

X +x,—x, =1 MRS =0
2% —x,+x, =27 |x,+2x,—x, =2

insd totusi nu sunt echivalente, fiindcd x, =2, x, =1, x, =2 este solutie a sistemului al
doilea, dar nu este solutie pentru primul sistem.

Lema. Daca 4, 4 € ., ,(C), B, B e ./, (C) siexistd o matrice inversabila
Ue ., (C), astfel incat UA = 4,, UB = B,, atunci sistemele (2) si (3) sunt echivalente.

Demonstratie

Fie sistemul (2) compatibil, X € ./, ,(C) o solutie arbitrard pentru (2), adica este
adeviarati egalitatea 4X, = B. Inmultind la stinga aceastd egalitate cu U, obtinem
UAX,=UB, sau A4 X, =B,. Deducem ca orice solutie a sistemului (2) este solutie si
pentru sistemul (3). Analog se obtine ca orice solutie a sistemului (3) este solutie si pen-
tru (2), deoarece A=U"4,, B=U"'B,. Deci, sistemele (2) si (3) sunt echivalente. P

3.2. Metode de rezolvare a sistemelor de n ecuatii liniare
cu n necunoscute

Q Metoda matriciala
Considerand in sistemul (1) m =n, se obtine urmatorul sistem:

a,x, +..+a,x, =b,

In""n

.................... (4)
a,x, +..+a,x, =b,.
Scrierea matriciald a acestui sistem este
AX =B, (5)
X, b,
unde A€ ./, (C) este matricea patratica a sistemului, X =|: | B=[: |e./, (O).
X b
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Teorema 10. Daca matricea A a sistemului (4) este inversabila, atunci sistemul are

o solutie unica:
X,=4"B. (6)

Demonstratie
Inmultind la stinga egalitatea (5) cu 4™, obtinem consecutiv: 4™ (4X)=A4"-B,
(A4'-4)-X=A4"-B, - X=A"-B, X=A"-B. Inbaza lemei din secventa 3.1, sistemele (5)
si X=A"' B suntechivalente: in calitate de U din lema s-a luat matricea inversabild 4~'". P
Exercitiu rezolvat
’ X, +2x, +3x,=4,
% Sa se rezolve in Cx Cx C sistemul de ecuatii: {2x, +3x, + x,=3,

X+ x,+ x,=2.
Rezolvare:

—_— W N

1 3
Matricea sistemului este 4=| 2 1|
1 1

Avem |A|=-3, 4, =2, A,=—1, A,=—1, A, =1, 4, =-2, A, =1,
A, ==7, A, =5, A, =—1.

2 A7) (4 2 -1 7Y\ (4) [
Asadar, A"=% 12 =5 ]silx, :A‘I-B=% 12 —s5||3|=|o0] adica
1 -1 1 X5 1 -1 1fl2) !

x =1 x,=0, x,=1.

Raspuns: S=1{(, 0, 1)}.

[ Regula lui Cramer (demonstratd in § 2 pentru n=2, n=3) este o altd metoda
de rezolvare a sistemelor de z ecuatii liniare cu » necunoscute, ne N°. Aplicand proprieta-
tea 4° (secventa 2.3), formula (7) (secventa 2.2) si formula (9) (secventa 2.5) pentru
A", din (6) obtinem formulele pentru calculul valorilor necunoscutelor x,, x,, ..., X

ne

ZAilbi
i A, Ay, . b, =
. | 11 21 nl b | N
Astfel, :2 =A_1'B=m Alezz ..... . An2 : :2 =m Zl,AiZbi , de unde:
. A . .l.; ..........
X 1n 2n nn b
n n ZAmbi
. i=1
J
1 n 1 all alZ bl aln A
=——» A b =— =—L  j=1,n A, fiind det i-
Y I & T e B e G =R /=L A, fiind determ
anl anZ bn ann

nantul matricei care se obtine din 4 prin substituirea coloanei j cu coloana termeni-
lor liberi ai sistemului (4). Determinantul A =| A| se numeste determinant principal, iar
A, A,, .., A, — determinanti secundari ai sistemului (4).
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Rezultatul obtinut este

Teorema 11 (regula lui Cramer). Dacad determinantul A al matricei sistemului
de ecuatii liniare (4) este diferit de zero, atunci sistemul este compatibil determinat

si solutia sa este: A, A, A
X ==, X, ===, ., X, =

A’ A’ AT

Exemplu

Aplicand teorema 11 sistemului de ecuatii din exercitiul precedent, obtinem A =-3,
A =-3, A, =0, A, =-3. Deci, x, =1, x, =0, x, =1.

3.3. Metoda lui Gauss de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare

Spre deosebire de metodele examinate, metoda lui Gauss (numita si metoda elimi-
ndrilor succesive), expusa in continuare, poate fi aplicatd la rezolvarea oricarui tip de
sisteme de ecuatii liniare (1). Asupra sistemelor vom efectua urmatoarele transformari
ce permit sé se obtina sisteme echivalente cu cel initial (echivalenta se verifica nemijlocit):

- permutarea a doud ecuatii;

- Inmultirea ambilor membri ai unei ecuatii cu un numar nenul;

- adunarea la fiecare membru al unei ecuatii a membrilor respectivi ai altei ecuatii,
inmultiti cu unul si acelasi numadr.

Este clar ca efectuarea acestor transformari asupra ecuatiilor unui sistem este echi-
valentd cu efectuarea transformadrilor elementare respective asupra liniilor matricei
extinse 4 a sistemului (a se vedea secventa 1.2).

Exemplele ce urmeaza vor facilita intelegerea metodei lui Gauss si reprezinta doua
tipuri de sisteme care pot fi obtinute ca rezultat al aplicarii acestei metode.

2x, —x, +x, =3,

1. Sa se rezolve in C sistemul de ecuatii liniare x, —x, =-1

2x, =1.

Observam ca matricea sistemului este superior triunghiulara, avand toate elementele
de pe diagonala principald nenule. Se spune ca un atare sistem este triunghiular.

Sistemele de acest tip se rezolva relativ simplu: din ultima ecuatie calculam valoarea
ultimei necunoscute si o substituim in toate celelalte ecuatii; din penultima ecuatie calculdm
valoarea penultimei necunoscute s.a.m.d., pand calculam valoarea primei necunoscute
din prima ecuatie. Prin urmare, sistemul va avea o unica solutie.

2

In exemplul dat, din ultima ecuatie obtinem x, = %; substituim valoarea lui x, in primele

- c . . 1 . o .
doud ecuatii si din ecuatia a doua obtinem x, = —5sin final, substituind valoarea lui x, in
1 1

75"

prima ecuatie, obtinem x, =1. Unica solutie a sistemului este: x, =1, x, =— 1=

R [ CER e
Raspuns: S—{(l, ok 2)}
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2x,— x,+x,=1,

2. Sa se rezolve 1n C sistemul de ecuatii
3x, —x,=1.

Observam ca sistemul nu contine o ecuatie de forma 0=>5, b # 0, numarul necunos-
cutelor lui este mai mare decat numarul ecuatiilor si matricea sistemului are forma esalon.
Se spune cd un atare sistem este trapezic (altfel zis, un sistem de ecuatii liniare este un
sistem trapezic daca matricea lui are forma esalon, numarul  de linii nenule ale matricei
sistemului este egal cu numarul de linii nenule ale matricei extinse a sistemului si 7 este
mai mic decat numarul de necunoscute ale sistemului). Necunoscutele ai caror coeficienti
sunt primii nenuli in liniile matricei sistemului trapezic se considera, de reguld, necunoscute
principale, iar celelalte — necunoscute secundare.

In exemplul dat, considerdm x, si x, necunoscute principale, iar x, — necunoscuti
secundara.

Sistemul trapezic (initial) se reduce la un sistem triunghiular in necunoscutele principale
X,, X, inurmatorul mod:

Lasam in membrul stang al fiecarei ecuatii toti termenii ce contin necunoscutele prin-
cipale, iar ceilalti termeni 1i trecem Tn membrul drept, schimbandu-le semnul:

{2)61 - x,=1-x,,
3x, =1+x,.
Notand necunoscuta secundard x, cu «, a€ C, si rezolvand sistemul, obtinem
1 1. 1

asa-numita solufie generala a sistemului: x, :%—ga, X, :§+§0{, x,=a, ae C. Este

clar ¢a pentru fiecare valoare atribuita parametrului « se determind in mod unic valorile
necunoscutelor principale. De exemplu, pentru o =0 obtinem o solutie a sistemului

2 1 . . . .
3 X, =3 x, =0, numita solutie particulara.
Pentru o = -1 seobtine x, =1, x, =0, x; =—1 —o altd solutie particulard a sistemului.
Parametrului ¢, deci si necunoscutei secundare x,, 1i putem atribui o infinitate de

valori din C. Din acest motiv, sistemul este compatibil nedeterminat.

X =

Observatii. 1. Lista necunoscutelor principale se determina neunivoc: e important doar
sd se obtind un sistem triunghiular in raport cu necunoscutele principale.
De exemplu, in sistemul precedent pot fi numite necunoscute principale x,, x;.

2. Sistemele triunghiulare si sistemele trapezice sunt compatibile: sistemul triunghiular
are solutie unica, iar sistemul trapezic are o multime infinita de solutii.

Compatibilitatea sistemelor de ecuatii liniare este determinata de

Teorema 12. Fie Ae .M, ,(C), Be ., (C) si A= (A4|B). Sistemul de ecuatii
liniare AX = B este compatibil daca si numai daca matricele esalon A4,, 4, obtinute

din 4 si respectiv A au acelasi numar de linii nenule.
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Exercitii rezolvate
X, +2x,-2x,=2,

% 1. Sa se determine compatibilitatea sistemului {2x, +x, +5x, =10,
X, —x,+7x, =8.

Rezolvare: B
Formam matricea extinsa A4 a sistemului si o reducem la forma esalon:
a1 2 =212 1 2 =22 1 2 =212
((‘2 1 5i10~_10 -3 9i6%~0 -1 3i2.
1 -1 718 0 -3 916 o 0 o010

Matricele esalon obtinute din matricea sistemului, respectiv din matricea extinsa au cate
2 linii nenule. Prin urmare, sistemul initial este compatibil.

% 2. Daca in exemplul precedent termenul liber al ecuatiei a treia ar fi, de exemplu, 5,

1 2 =2 2
|
atunci ultima matrice ar fi: |0 -1 3| 2|
0 0 0!-3

Astfel, matricele esalon obtinute din matricea sistemului si din cea extinsd contin 2 si
respectiv 3 linii nenule, deci sistemul este incompatibil.

Ideea reducerii matricei extinse a sistemului la forma esalon constituie baza metodei
lui Gauss de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare. De retinut ca aceastd metoda are
avantajul de a fi ugor programabila pe calculator. Ea consta in urmatoarele:

1. Scriem matricea extinsd 4 = (A} B) a sistemului (1).

2. Prin transformari elementare ale liniilor, reducem aceasta matrice la o matrice esalon

A, =(4,1B), unde A, este matricea esalon obtinuta din 4.

3. Daca numarul de linii nenule ale matricei 4, nu este egal cu numarul de linii nenule

ale matricei Zl, atunci sistemul este incompatibil.

4. Daca numarul de linii nenule ale matricei 4, este r si este egal cu numarul de linii

nenule ale matricei Z, atunci sistemul este compatibil.

Distingem doua cazuri posibile.

4.1. Numarul » mentionat in punctul 4 este egal cu numarul necunoscutelor. in
atare caz, matricea esalon 4, este superior triunghiulard, toate elementele de
pe diagonala principald sunt nenule. Scriem sistemul caruia ii corespunde
matricea extinsa Z]; evident, el este triunghiular si, prin urmare, are o solutie
unica.

4.2. Numirul mentionat » este mai mic decat numarul » al necunoscutelor. In acest
caz, matricea esalon A4, contine mai multe coloane decat linii nenule. Scriem
sistemul cdruia i corespunde matricea extinsa Zl (acest sistem este trapezic
si este echivalent cu sistemul (1)). In continuare, specificim necunoscutele
principale (numarul lor este ), apoi necunoscutele secundare, pe care le notam
x,=a, x,=f,.., unde @, B, ... sunt parametri cu valori din C. Lasam in
membrul stdng al fiecarei ecuatii toti termenii ce contin necunoscutele principale,
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iar ceilalti termeni 1i trecem In membrul drept, schimbandu-le semnul. Deoa-
rece » <n, in membrii din dreapta se va contine cel putin un parametru. Dupa
aceste transformari se obtine un sistem triunghiular de » ecuatii cu r necu-
noscute (cele principale). Pentru fiecare set de valori atribuite parametrilor,
intr-un mod unic se determina valorile necunoscutelor principale. Sirul obtinut
de valori pentru x,, ..., x, va constitui o solutie particulard a sistemului. in
acest mod se obtine o infinitate de solutii, deoarece parametrilor le putem
atribui o infinitate de valori.

Observatie. Pentru a descrie multimea infinita de solutii care se obtin in cazul 4.2,
vom proceda astfel. Din sistemul redus 4, X = B, exprimdm necunoscutele principale
X, X,, ... prin parametrii o, f3, ... Sistemul de relatii obtinut:

x, =f,(a, B,..)

................ (7)

se numeste solutie generald a sistemului (1) si descrie multimea tuturor solutiilor
acestui sistem, 1n sens cd orice solutie a acestuia se obtine din (7) pentru unele valori
ale parametrilor.

Exercitii rezolvate
’ X, +2x,—2x,=2,

% 1. Sd se rezolve in Cx Cx C sistemul de ecuatii {2x, +x, +5x, =10,
X, —Xx,+7x,=8.
Daca el este compatibil nedeterminat, sa se afle si o solutie particulara.
Rezolvare:
In exercitiul rezolvat 1 (p. 218) s-a aratat ci sistemul este compatibil nedeterminat.
Pentru a determina solutia generald, scriem sistemul corespunzator matricei esalon:
{xl +2x, —2x, =2,
-x, +3x, =2.
Necunoscute principale pot fi alese x, §i x,, atunci necunoscutd secundara va
fi x,. Notand necunoscuta secundard cu ¢, oce C, obtinem sistemul:
x, +2x,=2+2a,
{ -x, =2-3c.
Rezolvand acest sistem 1n necunoscutele x,, x,, aflam solutia generala:
x, =6-4o, x,=-2+3c, x, =0
Daca atribuim lui &, de exemplu, valoarea 0, obtinem o solutie particulara a sistemului:
x, =6, x,=-2, x,=0.
Raspuns: S={(6—-4a, -2+3c, a)|oe C};
solutie particulara: (6, =2, 0).
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X, tox, —x, =1
% 2. S& se rezolve in Cx Cx C sistemul de ecuatii {2x, —x, +3x, = analizand toate
x, +x,=0,
cazurile posibile (in functie de valorile parametrului o € C).
Rezolvare:
Formam matricea extinsa a sistemului si o reducem la o matrice esalon:
1 a -1}1 1 1 010 1 1 0 | 0
(2—1 stall<lo 3 3lalica~lo 3 3 |«
Bl(F 010K 0 —1+a 111 K3 |0 0 6-3a¢! 3+a-o

-2
1) Dacda 6 -3 #0, adicd o # 2, atunci sistemul este triunghiular, deci este compatibil
determinat, cu solutia unica: x, = 3ta X, = Sta X, = o —o+3
’ i TU6-30” TP 6430’ 7 —643a

2) Daca 6—30 =0, adica o =2, atunci sistemul obtinut este incompatibil, deoarece
matricea esalon 4, obtinutd din matricea sistemului are 2 linii nenule, iar cea obtinuta
din matricea extinsa — 3 linii nenule.

x, +2ix, —x; +(1+1)x, =3+2i,
% 3. Sa se rezolve in C sistemul de ecuatii {2x, +x, + (=2 +1)x, + 2ix, =4+ 5i,

Rezolvare: X, +2ix, + (=1+1)x, +(2+1)x, =3.

Scriem matricea extinsa a sistemului si o reducem la forma esalon:
E2 1 2i -1 1+i3+2i ! (1 21 -1 1+4i3+2i
| |
2 1 241 2i (4451 ~|0 1-4 i -2 | -2+4i}
|
|
I

1 2i —l+i 2+4i! 3 0 0 i 1! -2
x, + 2ix, — x;+(1+1)x, =3+2i,
Obtinem sistemul trapezic respectiv: (I-4)x, +ix, —  2x, =-2+1,
ix; + x, =21
Declaram necunoscute principale x,, x,, x,, iar x, — necunoscutd secundara si
X, + 2ix, + (1+1)x, =3+2i+x,
rezolvam sistemul (1-4i)x,-  2x, =-2+1-ix, in necunoscutele x,, x,, x,.

x, =—2i—1ix,
Notand x, =o, obtinem solutia generala x, = %(—5 +48i—(6+ 7)),

X, :%(10—11”(12—31)(1), X, =0, x, =-2i—id.
Réispuns: S={(%(—5+481—(6+7i)a), %(10—11”(12—31)04), a, —2i—ai)|ae c}.

Observatie. Solutia generald nu este univoc determinata, deoarece ea depinde de sirul
de transformari elementare aplicate pentru a obtine un sistem trapezic din cel dat, de
necunoscutele principale selectate. Insa in toate solutiile generale, in expresiile din
membrii din dreapta, figureaza acelasi numar de necunoscute secundare (n—r), n
fiind numarul necunoscutelor si » — numarul de linii nenule ale matricei esalon.
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De exemplu, daca in exercitiul 1 numim x,, x, necunoscute principale, atunci,
X, —2x,=2-20

de unde obtinem solutia generala
3x,=2+a,

notand x, =¢, avem sistemul {
1 1
X, :5(10—405), X, =0, X, :5(2+a), aeC.

3.4. Sisteme de ecuatii liniare omogene

Sistemul de ecuatii liniare (1) se numeste omogen daca termenii liberi ai tuturor ecu-
atiilor sunt 0. Forma generala a unui sistem de m ecuatii liniare omogene cu n necunoscute
este: a,x, +..+a,x, =0

1n""n s

.................... (8)

a,x +..+a,x =0.

mn~"n

printr-o coloand nuld (ultima), de aceea numarul de linii nenule ale matricelor esalon

Observatie. Matricea extinsd a sistemului omogen se deosebeste de matricea sistemului
obtinute din ele este acelasi.

Aplicand rezultatele obtinute anterior, obtinem fara dificultate urmatoarele propozitii:

1. Orice sistem omogen de ecuatii liniare este compatibil, avand cel putin solutia nula:
x,=0, x,=0, .., x,=0.

2. Daca numarul liniilor nenule ale matricei esalon obtinute din matricea sistemului (8)
este egal cu numarul » al necunoscutelor, atunci sistemul este compatibil determinat, cu
solutiaunica nula: x, =0, x, =0, ..., x, =0.

3. Daca numarul liniilor nenule ale matricei esalon obtinute din matricea sistemului (8)
este mai mic decat numarul necunoscutelor, atunci sistemul este compatibil nedeterminat.
In particular, aceasta are loc in cazul in care numirul ecuatiilor sistemului initial este mai
mic decat numarul necunoscutelor sau daca m =n si determinantul matricei sistemului
este egal cu 0.

Exercitiu rezolvat 3x, +5x, +6x, =0,

% Sa se rezolve in Cx Cx C sistemul de ecuatii {3x, +8x, +24x, =0,
Rezolvare: 4x,+5x, —2x, =0.

Reducem matricea sistemului la forma esalon:
[4 35 6 )1 3 5 6 3 5 6

3 8 24 3 ISNLO 1 6|~
34 5 -2 -5 =30

S O W
S = W
S N N

~3 0
1
510 0 -1 -6

3x, +5x, +6x, =0,

x, +6x,=0.
E comod sa numim principale necunoscutele x, si x,. Notdm necunoscuta secundara
3x, +5x, =—60
x, =—60
generala: x, =8¢, x, =—6a, x, =0, oce C.

Sistemul respectiv are forma {

X, =0 sirezolvam sistemul { in necunoscutele x,, x,. Obtinem solutia

Raspuns: S ={(8c, —6a, Ot)|0¢e C}.
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Exercitii propuse |

Profilurile umanist, arte, sport

A 1. Si se determine care dintre tripletele de numere sunt solutii ale sistemului de ecuatii liniare
x=3y=3
x+2y+z=-1 (necunoscutele se ordoneaza (x, y, z)):
2x—y+z=2
a) (07 Oa 0): b) (17 17 1)7 C) (Oa_la 1)9 d) (35 1a0)
2. Saserezolve in C, aplicand metoda lui Cramer, sistemul de ecuatii:
4x+3y=7, 2x+3y=-1, -x+3y=5,
a) {2x—y=]; b) {x+2y:—]; C) {x+2y=5;
x—2y=1, 4x+4y—-2z=2, 2y+6z=12,
d) 3y, e) 2x+4y—z=1, f)yx+y+z=1,
rray=5 2x—z=1; X+2y+3z=4;
x+y+z=0, 3y+5z=-4,
g) \x+4z=-7, h) 2x+y+z=2,
x+2y-2z=7, x+3y+z=5.

A 1.

. m Lucrati in perechi! Petru a achitat pentru o tartind si o ceagca de cafea 8,5 u.m., iar

colegul sau a platit pentru o cafea si 2 tartine 13 u.m. Sa se determine pretul unei tartine si
al unei cesti de cafea, compunand un sistem de ecuatii liniare.

. Aplicand operatiile de adunare, scddere membru cu membru a ecuatiilor sistemului, aratati

ca sistemul a) este compatibil nedeterminat, iar b) — incompatibil.

2x, +x, =4, 2x, +2x, +4x, =3,
a) 43x, +4x, —x, =5, b) {x, +x, —2x,=0,
X, +3x, —x, =1 X, +x,+6x, =1
Investigati! Trei antreprenori, A4,, 4,, A4, F F, F; | Suma
procura actiuni de la trei fonduri diferite. A, 3 3 2 52,9
Numarul de actiuni procurate de la fiecare fond A, 1 2 1 24,6
si suma achitata (u.m.) sunt date in tabel: A 1 1 2 24,3

a) S se compuna un sistem de ecuatii liniare cu ajutorul céruia se pot afla preturile actiunilor
de la fiecare fond.

b) Ce se poate spune despre preturile actiunilor, daca al treilea antreprenor cumpara de la
F, F,, F, trei, trei si respectiv doud actiuni, achitdnd 77,2 u.m.?

. Sistemul de ecuatii din 2 ¢) are o unica solutie. Schimband doar o ecuatie, sa se obtina un

sistem: a) incompatibil; b) compatibil nedeterminat.

Profilul real
Sa se determine care dintre tripletele de numere sunt solutii ale sistemului de ecuatii liniare
x+y+z=0
2x—y+z=2 (necunoscutele se ordoneaza (x, y, z)):
x+2y+z=-1

a) (0,0, 0); b) (1,1, 1); c)(0,-1, 1); d)(3,1,0).
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2.

Co.

. Sa se stabileasca daca este compatibil sistemul:

Sa se rezolve in C, aplicdnd metoda lui Cramer, sistemul de ecuatii:
2x+4y =6, x+y=0, —2x+y=0,
Y {2x_y:1; ® {x+2y=—1; ){x+2y=5;
_ —x+8y+3z=2, x+4y+9z=16,
d) {zﬁ?:ff e) \2x+4y—z=1, f) 2x+2y+2z=2,
rray=h 2x—z=1; x+2y+3z=4;
x+4z=-7, 2x+4y+6z=-2,
) s —2x+y+3z=-7, h) :2x+y+z=2,
x+2y-2z=7, x+3y+z=5.

. Sa se rezolve in multimea numerelor complexe, prin metoda lui Cramer, sistemul de ecuatii:

X, +x, +2x, +3x, =1,

2x, +(1+1)x, —x, =1, X, +x,+2x, =-1,
tix, +2x, =i, b)d2x —x,+2x, =4 4N % 2=
a) 1x, +ix, +2x; =i, ) 12X, —x, +2x, 9 2x, +3x, —x,—x, =—6
1 =) =2 ! 2 3 47 ’
X, +(2-i)x, =0; Ax, +x, +4x, z X, +2x, +3x, —x, =—4.

. m Lucrati in perechi! Sa se rezolve in RXRXR sistemul omogen (efectuand studiul in

functie de A€ R):

X+ X, —2x, =0, 4x,—3x, +5x, =0, x, —Ax, +x, =0, X, —2x, + Ax, =0,
) x, +2x, —x;=0, b) {2x, —x, +x,=0, ¢)qx,+x,=0, d) {x,— Ax, +x, =0,
x, +3x, =0; X, —x, +2x, =0; X, +2x, =0; x, +2x, =0.

. a) Nelu a achitat pentru 3 tartine si 2 cesti de cafea 21,5 u.m., iar colegul sau a platit pentru

o cafea si 2 tartine 13 u.m. S se determine pretul unei tartine si al unei cesti de cafea,
compunand un sistem de ecuatii liniare.

b) Alta data Nelu a achitat pentru 2 chifle, un ceai si 2 prajituri 20 u.m., iar colegul sau a platit
pentru o chifla, un ceai si 3 prajituri 22 u.m. Sa se compuna un sistem de ecuatii corespunzator
acestei situatii. Se pot determina preturile produselor cumparate? De ce?

X +x, =3xy,=—1,

X, —2x, +x3 =3, X +x, = 2x;=2, S
a) {x, +3x, - x, =1, b) {2x, +2x, +4x, =1, TR 2% =]
3x, +4x, —x, =5 X+, +6x, = ; Nt + =3,
! 2 BT b S X, +2x, =3x; =1;
2x, +x, +x3 =2, 2x; —x, +3xy =3, X, —Ax, +x, =0,
X +3x, +x3 =5, 3x, +x, =5x; =0, -
d) e) £) 9x, +x,=2,
X +x, +5x;=-7, 4x, —x, +x; =3, 4o =1
2x, +3x, =3x; =14; X, +3x, —13x; =—6; ? P

. Sa se rezolve in multimea numerelor complexe sistemele compatibile din exercitiul 6.

10
. Sa se determine toate matricele X pentru care AX = XA4, unde 4 =( ]

-1 2

Investigati! Trei antreprenori, 4,, 4,, A4,, procurd actiuni de la trei fonduri diferite.
Numarul de actiuni procurate de la fiecare fond si suma achitata (u.m.) sunt date in tabel:
F, F, F; Suma
A, 2 1 1 28,3
A, 1 2 1 24,6
A 1 1 2 243
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a) Sa se compuna un sistem de ecuatii liniare cu ajutorul caruia se pot afla preturile actiunilor
de la fiecare fond.

b) Ce se poate spune despre preturile actiunilor, daca al treilea antreprenor cumpara de la
F,, F,, F, trei, trei sirespectiv doud actiuni, achitand 77,2 u.m.?

10. Sistemul de ecuatii din 1 are o unica solutie. Schimband doar o ecuatie, sa se obtind un
sistem: a)incompatibil; b) compatibil nedeterminat.

4 3
11. Si se determine toate matricele X € ./, (R) pentru care X’ =(0 1}.

12. ﬁj} Lucrati in grup! Proiect Aplicatii ale elementelor de algebra superioard in di-
verse domenii.

Exercitii si probleme recapitulative |

Profilurile umanist, arte, sport

A 1. Si se calculeze:

. . 1 i -1 i1 0
a) A—iB; b) iA+ B, unde 4= |, B= o .
0 2 3i 1 1 i+l
2. 1) Sa se determine care produs exista si sa se determine tipul matricei-produs respective:
2 3 1 . )
) 321 1 0 wl2le 13 ) i 0)(1 —2i
a 5 , € . . 5
1 10 -3i 1J{i 0
11 3
4 3 5 5 8 —-4\(3 55 1 3
@2 -4 5| 2 -4 2;e)69—54—13;f)2[21).
-1 6 -7 4 7 =39 6 5 0

2) Sa se afle produsele din 2.1).

3. % Investigati! Sa se determine valorile x, y€ R pentru care este adevarata egalitatea:

) 1 2x—3y 1 y—x-11 b) y+3x -1 X +1 -1
a = ; = .
—7x+6y 0 19 0 3 y-x 36

4. Sa se calculeze determinantul matricei 4:

8 -2 -1
a) A= 0 1) b) A= V3 _3} ¢ Ad=[6 -1 1}
i —2i 1 -3 4 5 3
7 3 =2 a+b b+c c+a 1 2 4
d) 4=|5 3 3 e) A=|b—a c—-b a-c| f) A=|-1 1 5%
0 4 6 b c a 2i 31 —2i
2 -1 1 1 21
g) A=[-1 1 0§ h) A=|1 0 3
I 12 2 15
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5. Sa se rezolve in multimea numerelor complexe, aplicind metoda lui Cramer, sistemul de

ecuatii:
5 + — =
2) {2)61 =3x, =1, b) {— X+ =.1—i, o) 52 _Hzcjz_ 2)253)63: 1’2’
3 —x, =5 23, —ix, =1 X +x,+x,=3;
2x, +5x, —6x, =10, 2x, —x,—x, =2, 8x, +6x, =11,
d) §2x, +3x, =5x, =7, e) y—2x, +x, +x, =1, f) {3x, +2x, =4,
2x, =2x, —x, =1; X +x,=2x, =1 7x, +10x, =12;
X, +x,+2x, =9, 2x, +2x, =10,
g) 93x, +x, +3x, =17, h) {x, —2x, + x, =-5,
—x, +2x, +x, =6; x, +3x, —x, =12.

-1 1
7. m Lucrati in perechi! Sa se determine tipul matricei X care satisface egalitatea

x (! %a
IR

8. Unelev are o colectie de gandaci si paianjeni, in total § insecte. Gandacii au cate 6 picioare,
iar paianjenii — cate 8. Cati gandaci si cati paianjeni sunt in colectie, daca insectele au in
total 54 de picioare?

1 2
B 6. Sdse calculeze 4° —54+71,, daca 4 :( )

X tox,=4-0o

are o unica solutie.
ox, +4x, =4, xe C, ’

C 9. Sise determine o€ R pentru care sistemul {

10. in doua vase se afla solutie de acelasi acid, dar de diferita concentratie: in primul vas sunt
15 /,iar in al doilea — 10 / de solutie. Daca se amestecd aceste cantitati de solutie, se obtine
o solutie cu o concentratie de 42 % de acid. Dacd se vor lua aceste solutii In cantitati
egale, se va obtine o solutie cu o concentratie de 50 % de acid. Ce cantitate de acid este in
fiecare vas?

11. Trei persoane au plasat capitalul disponibil cu dobanzile anuale de 2 %, 2,5 % si respectiv
3%. Peste un an, ei au obtinut in total 265 u.m. dobanda. Persoana a doua a primit o
dobanda cu 35 u.m. mai mare decat prima. Daca tot capitalul ar fi fost plasat cu dobanda
de 2,5 % anual, atunci dobanda ar fi constituit 250 u.m. Sa se determine suma plasata de
fiecare persoana.

Profilul real
A, 1. Sase calculeze:
. . 1 i -1 i1 0
a) 34-2iB; b)i4+2B, unde A= |, B= L .
0 2 3i I 1 i+l
2. 1) Sé se determine care produs exista si sd se determine tipul matricei-produs respective:

31 2 N .
) 2 11 5 1 w1l 2 3 ) 1 1)1 =31
a 5 5 Y . 5
301 -2i 0]10 1
1 0 3
4 2 -1 2 3 4 9 5 6 4
d)y|3 -4 61l—41; e)[5 -1 6 8 9 71
5 2 =7 5 5 3 5)|-4 -5 -3

2) Sa se afle produsele din 2.1).
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3. Sa se determine valorile parametrilor x, y, u, ve R pentru care sunt adevarate egalititile:

) x+1 x+y 2 —x-1 b) -x y X -3 1
a = ; - = .
0 x-2y 0 9-2x u+l v 3v 1-2u -8 2

4. Sa se calculeze determinantul matricei 4:

2 -1 =2 2 0 -5
-1 1 NE 1
a) A= 3 2_; b) 4= ; \/g;c)A=6—1 1 d) 4=[5 3 3
i —=2i ~3 _
4 5 3 0 4 6
a+b b—a b 1 -1 2 2 -1 1 1 1 2
e) A=|b+c c-b c| ) A=[2 1 3i| gd4=|-1 1 1} hy4d=|2 0 1|
c+a a—-c a 4 5 =2 1 0 2 1 3 5

5. 1) Sa se determine compatibilitatea sistemului:
a) x, +2x, =4,
3x,—x,=5;

X, +(1 Dx, =1,
—ix, =1;

3
c) §2x, +x, —2x, =1, 4x, +8x, —11x, =17,

X, +x,=3x,=-1, {2x +3x, =5x, =7,

X, +x,+x,=3; 2x, = 2x, —x,=1;
=2x,+x,+x, =1, —4x, =-1,

e) qx, —2x, +x, =1, 3x1+2x2—4
X, +x, =2x,=1; Tx, +10x, =12;
2%, —x,+x, =3, X=Xyt Xy =2,

g) 9—x, +2x, +x, =06, h) {x, +3x, —x, =12,
3x, +3x, =10; 2x, —4x, +2x, =-10.

2) Sa se rezolve in multimea numerelor complexe sistemele de ecuatii din 5.1).

6. Sa se calculeze determinantul matricei 4:

11 1 1 32 31 4 1 4 1
12 3 4 1 0 11 1 2 0 2
a) A= ; b) A= ; ) 4= :
1 3 6 10 2 -1 -1 1 2 2 3 3
1 4 10 20 32 05 02 1 2

7. Sé se calculeze inversele matricelor A din exercitiul 4 (daca exista).
8. Si se calculeze inversele matricelor 4 din exercitiul 6 (daca exista).

9. Sa se rezolve in multimea numerelor complexe, aplicand metoda lui Cramer sau metoda lui
Gauss, sistemul de ecuatii: )

X, +x,+x, =0,

3x,+2x, —x, +4x, =4,

—2x, =X, +2x, —2x, =-3,

3x, +2x, +2x, +7x, =7,

2x, =X, +x;,+x, =2,
a) {—x, +2x, —2x,+2x, =1, b)
3x, +x, +x; +2x, =10;

X, —4x, +2x, =-1, [x, +2x, +3x, —x, =1,
2x, =3x, —x, = 5x,=-7, d 3x,+2x, +x,—x, =1,
©) 3x, —7x, +x, —5x, =-8 ) 2x, +3x, +x,+x, =1
1 2 3 4 = > 1 2 3 4 T b
X, =X, =X, =—1; [5x, +5x, +2x, =2.
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10. in doua vase se afla solutie de acelasi acid, dar de diferita concentratie: in primul vas sunt
75 1, iar 1n al doilea — 50 /. Daca se amesteca aceste cantitati, se obtine o solutie cu o
concentratie de 42 % de acid. Daca se vor lua aceste solutii in cantitéti egale, se va obtine
o solutie cu o concentratie de 50 % de acid. Ce cantitate de acid este in fiecare vas?

I -1
11. Sase calculeze 4° —54+71,, daca A:[Z )

1
12. Sa se determine tipul matricei X care satisface egalitatea X - 3 5 =3 4.
13. S se determine valorile parametrului o € C pentru care sistemul are doar solutia nula:
X, +2x,+x, =0, 2x,—x, +x, =0,
a) 13x, —x, +ax, =0, b) 4—x, +2x, +x, =0,
2x, +7x, +x, =0; 3x, +oax, +3x, =0.
01 1 x
2 x 1
5 ) i x 0 1 1
14. Saserezolvein C ecuatia: a) (BAC,2012) |0 x —1|=3; b) { 0 1 =0.
1 2 x )
11 x O
15. % Investigati! Sa se determine compatibilitatea (in functie de A€ C) si sa se rezolve

sistemul omogen:
g X, +x,+Ax, —x, =0,

X 2%, +x, - x, =0, /lx1+x2+x3:0’ 2x,+x,—x;+x,=0
a) 43x, —x; +x, =0 b) {x, +Ax, +x,=0 ¢) 1T AT A T
2 3 4 > 1 2 3 s 3 -0
_ -0 Ax. =0: X, =X, —X; —x, =0,
2x,+7x, +x, —x, =0; X, +x, +Ax, =0;

Ax, —2x, —2x, =0.

16. Distanta dintre doua orase este de 90 km. Doi biciclisti pornesc din aceste orase unul spre
celalalt. Daca primul se porneste cu 2 ore mai devreme decat al doilea, atunci ei se vor
intalni peste 2,5 ore dupa ce a plecat al doilea biciclist. Daca al doilea biciclist se va porni
cu 2 ore mai devreme decat primul, atunci ei se vor intdlni peste 3 ore dupa ce a plecat
primul. Care este viteza fiecarui biciclist?

17. Fie o matrice patraticd A de ordinul 3 cu elementele a, € {0, 1}. Sa se determine valoarea
cea mai mare a detA.

1 n
18. Si se determine (0 611) , neN".

19. Fie o matrice patraticd 4, de ordinul 3, ale carei elemente a, € {1, 1}.
a) Sa se arate ca det4 este un numar par.
b) Sa se determine cea mai mica §i cea mai mare valoare pe care o poate lua detA4.
20. Se poate ardta cd volumul paralelipipedului 4,4,4,4,4/A,4;A4;, unde A (x,, y,,z,),
A, (xy, ¥y, 2,), A, (x5, Vs, 23), A(x,, ¥,, 2,), se calculeaza conform formulei:
X, =% M= 2,7 %
7V =mod|x,—x, y,—-y, z,—z]
Xy =X Vo= Z47Z%
Sa se calculeze volumul paralelipipedului construit pe vectorii 4,4,, 4,4,, A A4, daca
A4,0,1,1), 4,(1,2,2), 4,(0,4,2), 4(5,6,38).
21. m Lucrati in perechi! Sa se determine o matrice X, X #/,, care comutd cu matricea
0 0 1
A=|0 1 0}
1 00

(227
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22.

23.

24,

25.

in functie de valorile

Sa se discute compatibilitatea sistemului {x‘ tox, =4-a

ox, +4x, =4, oce C,
parametrului o € R. ' :

Trei persoane au plasat capitalul disponibil cu dobanzile anuale de 4 %, 5 % si respectiv
6 %. Peste un an, au obtinut in total 530 u.m. dobanda. Persoana a doua a primit o dobanda
cu 70 u.m. mai mare decat prima. Daca tot capitalul ar fi fost plasat cu dobanda de 5%
anual, atunci dobanda ar fi constituit 500 u.m. Sa se determine suma plasata de fiecare
persoana.

1 2 31
Sa se determine matricea X care verifica egalitatea X ~[0 ) ): [0 4).

(BAC, 2018) Sa se afle valorile parametrului & € R pentru care matricea ( ,
1 o +x

o’ —x a2+|x|)
este inversabild Vxe R.

| Testsumativ__|

Timp efectiv 4o lucry:
. . 45 de mi '
Profilurile umanist, arte, sport finute

1. 1) Determinati expresia a cérei valoare poate fi calculata: &)

3 -1 2 2 1 0
a) 2- + :
(2 1 6] (—1 -2 4)

1

1 P
21 0 21 0
b) 13 =2 o .
32 -1 32 -l
0 1

2) Calculati valorile expresiilor din 1. 1). @

2. a) Argumentati ca este posibil de aplicat regula lui Cramer pentru rezolvarea sistemului: | @

2x, —x, =3,
x, +x,—=3x, =0,
—x, +5x, =—1.
b) Rezolvati sistemul aplicand regula lui Cramer.
3. Fie ./ matricea sistemului din 2 a). Calculati ./(’. ()

4. Trei fermieri, 4, B, C, utilizeaza serviciul ,,Deservire la domiciliu” oferit de 4 magazine,

M,, M,, M,, M,. Preturile (u.m.) pentru transportarea produselor de la magazin la fiecare

fermier sunt indicate in urmatoarea matrice: 7=|1 2 3 5 |B

Incepand cu luna viitoare, magazinele au decis sd micsoreze preturile pentru transport
cu 5 %. Folosind operatia de inmultire a matricei cu un scalar, aflati preturile noi.

MIMZAISM4
2 3 6 3)4

3 4 2 3/C

Baremul de notare

Nota

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

Nr. puncte | 36-35 | 34-31 | 30-27 | 26-22 | 21-16 | 15-11 | 10-7 | 64 3-2 1-0
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niare

Timp efectiv do lucry:
45 de mj ’
Profilul real € minute

1. 1) Determinati expresia a carei valoare poate fi calculata: )
2 3 11y
i 2-i T+2i 2 i-1 7-i 2—-1 —1+i
il e Hofe " T ol2 B
3-1 0 I-1 i-1 2 3+4i 3 241 .
3 =2 1
2) Calculati valorile expresiilor din 1. 1). @
21 0
. Fie d=| -1 3 =2
1 3 =2
a) Indicati litera corespunzatoare variantei corecte. ®
|A| esteegalcu A 1. B 0. C—-4. D 6.
b) Calculati A", daca exista. ®
2 1 3
c) Rezolvati ecuatia XA=B, daca B=|0 1 2|
1 -1 0
3x,+2x, =3,
. a) Determinati compatibilitatea sistemului {x, +2x, —3x, —2x, =-2, ®
4x, —2x, +x, +x, =5.

b) in cazul in care sistemul este compatibil, determinati solutia generala si o solutie| ®
particulara.

. Proprietarul unui iaz pune in vanzare peste proaspat in containere de 3 tipuri: C,, C,, C,.| ®
Managerii M,, M,, M de la 3 restaurante au procurat diferite cantitati de peste si au
achitat sumele (u.m.) indicate in tabel: C G C, | Suma

M, 1 2 1 2700
M, 2 1 1 3350
M; 1 2 2 3100
Aflati pretul fiecarui container compunand si rezolvand un sistem de ecuatii.
Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte | 36-35 | 34-31 | 30-27 | 26-22 | 21-16 | 15-11 | 10-7 | 64 3-2 1-0
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|__Modulul |

Paralelismul dreptelor
si planelor

Obiective

=1 identificarea in diverse contexte si utilizarea axiomelor, definitiilor si teoremelor specifice
geometriei in spatiu in diverse contexte;

=2 identificarea in situatii reale gi/sau modelate si construirea dreptelor concurente, necoplanare,
paralele;

=] identificarea in diverse contexte a pozitiilor relative a doud drepte in spatiu, ale dreptei si
planului, ale planelor;

=2 construirea dreptelor ce intersecteaza planul, a planelor ce se intersecteaza si a planelor
paralele;

=2 aplicarea criteriilor de paralelism al dreptelor, al dreptei cu planul si a doua plane in diferite
contexte;

=2 utilizarea paralelismului dreptelor si planelor pentru a identifica si explica procese, fenomene
din diverse domenii.

Bl Axiomele geometriei in spatiu

In geometria in spatiu, ca si in geometria in plan, notiunile si proprietatile figurilor se
stabilesc prin definitii, axiome si teoreme. In spatiu, pe langa notiunile fundamentale deja
cunoscute: punct, dreaptd, distantd si mdsurd a unghiurilor, apare si notiunea plan.
Prin urmare, sistemul de axiome ale geometriei in plan necesita o extindere.

Vom completa grupul de axiome ale geometriei In plan cu trei axiome care exprima
proprietitile fundamentale ale punctelor, dreptelor si planelor 1n spatiu:

S, Oricare ar fi planul, existd puncte care apartin acestui plan si puncte care
nu-i apartin (fig. 8.1 a)).

S, Trei puncte necoliniare determind un plan si numai unul (fig. 8.1 b)).

S, Dacé doud plane distincte au un punct comun, atunci intersectia lor este o
dreapta (fig. 8.1 ¢)).

a b c
. ) >/
-A/ /B- ¢ ‘ b
*A A
o o
Aea, Bea A,B,Ce (Ae o, Ae B, # )=
saf=a
Fig. 8.1
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Modulul 8

In baza acestor axiome pot fi demonstrate urmatoarele teoreme:

Teorema 1. Daca doua puncte distincte ale unei drepte apartin unui plan, atunci
orice punct al dreptei apartine acestui plan (fig. 8.2 a)).

Teorema 2. O dreapta si un punct ce nu apartine acestei drepte determind un unic
plan (fig. 8.2 b)).

I Teorema 3. Doua drepte concurente determind un unic plan (fig. 8.2 ¢)).

=) = P

A,Bea= ABc« A¢ a = punctul 4 si aNb={M}= dreptele a
dreapta a determina si b determina planul o
planul o
a) b) c)
Fig. 8.2

Planul se noteaza cu literele mici ale alfabetului grecesc: o, 3, 7, ... Planul determinat
de o dreaptd d si un punct 4 se noteaza (4, d) sau (d, A). Planul determinat de punctele
necoliniare 4, B, C se noteaza (ABC).

Punctele care apartin unui plan se numesc puncte coplanare, in caz contrar —
necoplanare.

Teorema 4 (de separare a spatiului). Orice plan ¢« Tmparte multimea punctelor
spatiului in doud submultimi nevide disjuncte de puncte, astfel incat pentru orice
doud puncte 4, B din submultimi diferite, segmentul 4B intersecteaza planul ¢, iar
pentru orice doud puncte C, 4 din aceeasi submultime, segmentul CA nu intersecteaza
planul o (fig. 8.3).

Definitii. = Fiecare dintre submultimile din teorema 4 se numesc semispatii
deschise determinate de planul ¢, numit frontiera semispatiului.

* Reuniunea semispatiului deschis cu frontiera sa se numeste semispatiu inchis.

Se noteaza: (oA — semispatiul deschis cu frontiera o si care contine punctul A4;
[aA — semispatiul Inchis cu frontiera ¢ si care contine punctul 4 (fig. 8.3).

“—,
/ /
Bf

Celod, [CAINa =D, Be[od, [AB]Na ={E}
Fig.8.3
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Paralelismul dreptelor si planelor

A

Probleme propuse |

Profilurile umanist, arte, sport
1. Este posibil ca numai trei varfuri ale unui paralelogram sa apartina unui plan?
2. Centrul unui cerc si doua puncte de pe cerc apartin unui plan.
Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:
,,Orice punct al cercului apartine acestui plan”. A/F
3. % Investigati! Poate oare o dreaptd sa aiba cu un plan exact:
a) doud puncte comune;
b) 2020 de puncte comune;
¢) un punct comun?
4. Fie DABC un tetraedru, Pe (AB), Q€ (4D). Sa se con-
struiascd dupa figura alaturata liniile de intersectie a planelor:
a) ABD si CPQ;
b) CPQ si ABC;
¢) CPQsi ADC.
5. Se dau trei drepte care au un punct comun si nu sunt situate
in acelasi plan. Sa se determine numarul de plane determinate de aceste drepte.

6. m Lucrati in perechi! Fie patru puncte necoplanare. Sa se afle:
a) numarul de drepte determinate de aceste puncte;
b) numarul de plane determinate de aceste puncte.

7. Cate puncte comune poate avea un plan cu:
a) un segment; b) o semidreapta; ¢) un cerc?

8. Trei puncte arbitrare ale unui dreptunghi apartin unui plan. Apartine oare dreptunghiul
acestui plan?

9. Lungimea fiecarei muchii a tetraedrului ABCD este a. Sa se afle aria triunghiului 4PQ, daca
P este mijlocul muchiei BD, iar O — mijlocul muchiei DC.

10. % Investigati! Se dau patru drepte care au un punct comun, astfel incat oricare trei
dintre ele nu sunt coplanare. Sa se determine numarul de plane determinate de aceste
drepte.

11. % Investigati! Fie cinci puncte, astfel incat oricare patru nu sunt coplanare. Sa se
determine: a) numarul de drepte determinate de aceste puncte;

b) numarul de plane determinate de aceste puncte.

Profilul real
1. Dreptele a si b nu se intersecteaza si sunt situate in acelasi plan. Sa se arate ca daca dreap-
ta a intersecteaza un plan ¢, atunci si dreapta b intersecteaza acest plan.

2. Dreptele d,, d, si d, sunt concurente doud cate doud in puncte diferite. Sa se demonstreze
ca aceste drepte sunt situate in acelasi plan.

3. Punctul 4 nu apartine planului determinat de punctele necoliniare B, C, D. Sd se demonstreze
ca dreptele AD si CB nu sunt continute de acelasi plan.
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Modulul 8

B, 4. Fie patru puncte ce nu apartin unuia si aceluiasi plan. Sa se demonstreze ca oricare trei
puncte din cele date nu sunt coliniare.
5. m Lucrati in perechi! Fie ocsi B plane distincte. Sa se arate ca exista cel putin o dreapta
neinclusa in nici unul dintre cele doua plane.
6. Dreptele 4B si CD nu sunt situate in acelasi plan. Sa se arate ca si dreptele AC si BD nu sunt
situate in acelasi plan.

C, 7. Dreptele 4B si CD sunt neconcurente. Si se arate ci existi un unic plan ce contine dreap-
ta AB si care este paralel cu dreapta CD.
8. Punctele 4, B, C, D apartin si planului ¢, i planului . Sa se demonstreze cd aceste puncte
sunt coliniare, daca se stie ca planele « si B sunt distincte.

9. m Lucrati in perechi! Fie ocsi B plane care se intersecteaza dupa dreapta a, iar punctele
A, B apartin planului o si sunt separate de dreapta a. Sa se arate ca planul 3 separa punc-
tele 4 si B.

m| Pozitiile relative a doua drepte in spatiu

Fie dreptele a si b in spatiu. Distingem urmatoarele cazuri posibile ale pozitiilor rela-
tive a douad drepte 1n spatiu:

a) dreptele a si b au doud puncte comune diferite (in acest caz, dreptele coincid,
fiindca doud puncte diferite determind o dreaptd si numai una);

b) dreptele @ si b au un unic punct comun (in cazul dat, dreptele se numesc concurente
in acest punct) (fig. 8.4);

¢) dreptele a si b sunt situate n acelasi plan si nu au puncte comune (fig. 8.5);

d) dreptele a si b nu se afla in acelasi plan. Astfel de drepte se numesc necoplanare

(fig. 8.6).
In cazurile a), b), ¢) dreptele a, b se numesc coplanare (fig. 8.4, 8.5).
B‘ b
4 b /b a\ \A
o a/ o o \
|
Fig. 8.4 Fig. 8.5 Fig. 8.6

Existenta dreptelor necoplanare se demonstreaza astfel:

in spatiu exista un plan « si un punct B ce nu apartine acestui plan. in planul ¢ exista
o dreapta a si un punct 4 ce nu apartine acestei drepte (fig. 8.6). Punctele distincte 4 si B
determina dreapta b, care este necoplanara cu dreapta a.

Definitie. Doua drepte 1n spatiu se numesc paralele daca ele sunt situate in acelasi
plan si nu au puncte comune sau daca coincid (fig. 8.5).
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Observatie. Daca doud drepte distincte in spatiu nu au puncte comune, aceasta inca
nu inseamna ca ele sunt paralele (fig. 8.6). Pentru a confirma ca doua drepte distincte
sunt paralele in spatiu, trebuie sa verificam daca ele sunt situate intr-un plan i nu au
puncte comune.

Teorema 5. Daca una dintre doua drepte distincte
paralele intersecteaza un plan, atunci si cealalta
dreapta intersecteaza acest plan (fig. 8.7).

a treia dreaptd, atunci ele sunt paralele (fig. 8.8).

I Teorema 6. Daca doud drepte sunt paralele cu o

a\ \b a\ b\ c\
A\ \B A\\ \ C\\
4 \ \ o \ B 1
\ \ \ \ !
| | T\ |
(al|b,aNa={4)=bNa=J (al|b,allc)y=b|c
Fig. 8.7 Fig. 8.8

Exercitiu. Demonstrati teoremele 5 si 6.

Probleme rezolvate

% 1. Fie punctele necoplanare 4, B, C, D. Si se demonstreze cd mijloacele segmentelor
AD, DC, CB si BA sunt varfurile unui paralelogram.

Rezolvare:

Fie M, N, P si Q mijloacele segmentelor 4D,
DC, CB si respectiv BA (fig. 8.9). Atunci [MQ]
este linie mijlocie a triunghiului ABD, de unde rezul-
ta ca [MQ] || [DB], iar [NP] este linie mijlocie a
triunghiului BDC, deci [NP] || [DB]. Conform teore-
mei 6, [MQ] || [NP]. In mod analog se demonstreaza
cd [MN] || [OP]. Prin urmare, laturile opuse ale
patrulaterului MNPQ sunt paralele, ceea ce demon-
streaza ca el este un paralelogram.

% 2. Fie punctele necoplanare 4, B, C, D. Punc-

tul £ e (AB), iar punctul F e (DC) (fig. 8.10).

Sa se arate ca: F
a) punctele £ si F sunt distincte; y
b) dreptele EF si AD, EF si BC, EF si AC, E

EF si BD sunt necoplanare. B
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Rezolvare:

a) Dacd am presupune cd E si /' ar coincide, ar rezulta ca dreptele AB si CD sunt
concurente in punctul £. Aceasta ar insemna ca punctele 4, B, C, D sunt coplanare, ceea
ce contrazice conditia problemei.

b) Fie dreptele EF’ si AD coplanare. Atunci punctele 4, £, F, D sunt coplanare si cum
Be (AE, Ce (DF, rezulta ca punctele 4, B, C si D apartin aceluiasi plan, dar aceasta
contrazice conditia problemei.

Rationamente asemanatoare se aplica la demonstrarea necoplanaritatii celorlalte perechi

de drepte.
Probleme propuse |
Profilurile umanist, arte, sport
A 1. Dreapta d intersecteaza dreptele distincte d, si d,. Rezulta de aici ca dreptele d, d, si d,

A 1.

B, 3.

. m Lucrati in perechi! In figur, planele o si B sunt

apartin aceluiasi plan?

. Dreapta a intersecteaza planul «. Dreapta b este paralela cu dreapta a. Va intersecta

dreapta b planul o?

Investigati! Dreptele a si b sunt paralele, iar dreapta c intersecteaza dreapta b. Sa se
determine in ce relatie sunt dreptele a si c.

. Prin varfurile unui paralelogram sunt construite patru

drepte paralele care nu sunt situate in planul paralelo- \b a
gramului. Sa se arate cd punctele de intersectie a oricarui AD C/
plan cu aceste patru drepte sunt varfurile unui parale- '
logram.

paralele (4B ) DC).
Sa se determine pozitia relativa a dreptelor a si b.
Profilul real

Fie doud drepte paralele si una dintre ele paraleld cu un plan. Sa se demonstreze ca si
cealalta dreapta este paralela cu acest plan.

. Fie o dreapta paraleld cu doua plane care se intersecteaza. Sa se demonstreze cd aceasta

dreapta este paralela cu dreapta de intersectie a acestor plane.

Investigati! Dreptele d, si d, sunt necoplanare, iar dreapta d este paraleld cu dreapta
d,. In ce relatie sunt dreptele d si d,?

Investigati! Intersectia planelor o si [ este dreapta d. Punctul Ae o i Aed,
punctul Be B si Be d. in ce relatie sunt dreptele d si AB?

Investigati! Dreptele a si b sunt paralele, iar dreptele ¢ si b sunt necoplanare. in ce
relatie pot fi dreptele ¢ si a?

. Punctul 4 nu apartine dreptei d. Prin punctul 4 se construiesc toate dreptele necoplanare

cu dreapta d. Sa se determine reuniunea dreptelor construite.
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BEEN Drepte si plane

Fie o dreapt si un plan in spatiu. Distingem urmatoarele
cazuri posibile ale pozitiilor relative ale unei drepte si unui
plan in spatiu:

a) dreapta are un unic punct comun cu planul (vom
spune ca planul si dreapta se intersecteazd sau dreapta
este secantd cu planul) (fig. 8.11 a));

b) dreapta nu are niciun punct comun cu planul (fig. 8.11 b));

¢) dreapta este inclusa in plan (fig. 8.11 ¢)).

.

9
o )/ o o
/
aNo=1{A4} bca, aNa=9, al|lb aca
a) b) ©)
Fig. 8.11

Definitie. O dreapta se numeste paraleli cu un plan daca ea nu are puncte comune
cu acest plan sau daca este inclusd in acest plan.

In figurile 8.11 b), ¢), dreapta a este paraleld cu planul o.

Teorema 7 (criteriul de paralelism al dreptei si planului). Pentru ca o dreapta
sa fie paraleld cu un plan este necesar si suficient ca dreapta sa fie paraleld cu o
dreapta din acest plan.

Demonstratie

Necesitatea. Fie dreapta a (az ) parale-
la cu planul B. Consideram in planul S un
punct 4, apoi construim planul & determinat de
acest punct si de dreapta a (fig. 8.12). Plane-
le o si B seintersecteaza dupa dreapta b. Con-
statim ca dreptele a si b sunt paralele, deoarece,
in caz contrar, ele, fiind situate in planul ¢, ar
avea un punct comun, care ar apartine i planu- Fig.8.12
lui B, ceea ce ar contrazice ipoteza ca a || b.

Suficienta. Fie dreapta a (a J3) paraleld cu o dreapti b inclusi in planul f. In
acest caz, dreapta a este paraleld si cu planul f. Intr-adevar, dacid vom presupune ci
dreapta a ar avea un punct comun, B, cu planul f3, atunci acest punct ar trebui sa
apartina si liniei de intersectie a planelor f si o (fig. 8.12), adica si dreptei b, dar
aceasta ar contrazice ipoteza ca a || b.

Cazul a c B este evident. P
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Teorema 8. Dacid o dreapta este paraleld cu un plan, atunci intersectia acestui plan
cu orice alt plan, care nu este paralel cu cel dat si trece prin dreapta data, este o
dreapta paraleld cu dreapta data (fig. 8.13).

(alla, aco,, o, fo)= a,No=aqa,|a (i=1,n,neN")
Fig.8.13

Exercitiu. Demonstrati teorema 8.

Teorema 8’ (teorema ,acoperisului”).
Fie dreptele paralele d, si d,. Daca un plan
ce contine dreapta d, este secant unui plan
ce contine dreapta d,, atunci dreapta d de
intersectie a acestor plane este paralela cu
dreptele d, si d, (fig. 8.14).

Probleme rezolvate

% 1. Consideram punctul £ care nu apartine planului
paralelogramului ABCD si punctul /' —mijlocul seg-
mentului AE. Sa se arate ca dreapta FC intersecteaza
planul BED in centrul de greutate G al triunghiu-
lui BED (fig. 8.15).

Rezolvare:

Fie planul EAC. Punctul F'si mijlocul O al diago-
nalei AC a paralelogramului ABCD apartin acestui
plan. Prin urmare, punctul G de intersectie a media-
nelor CF si EO ale triunghiului £4C apartine planu-
lui EAC. Cum segmentul EO este mediana si a tri- Fig.8.15
unghiului BED, rezulta ca (FC)(\(BED)={G}.

% 2. Fie punctele necoplanare 4, B, C, D. Punctele E, F' si G apartin segmentelor 4D, DC
si respectiv BC, fara a coincide cu extremitatile lor si, in plus, % # ?—g (fig. 8.16 a)).

Sa se reprezinte intersectiile planului £FG cu planele ADC, DBC, ABC si ABD.
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Paralelismul dreptelor si planelor

Rezolvare:
Evident, intersectiile planului EFG cu planele ADC si DBC sunt dreptele EF si respectiv
FG (fig. 8.16 b)).

E

B
a) Fig.8.16

Fie dreptele EF si AC se intersecteaza in punctul H. Acest punct existd, deoarece

DE # DF punctul 1 apartine planului EFG si planului ABC. Prin urmare, dreapta HG

EA  FC’
este dreapta de intersectie a planelor EFG si ABC. Fie HG (1 AB ={L}. Atunci dreap-

ta EL este dreapta de intersectie a planelor EFG si ADB.

% 3. Fie d, si d, drepte concurente situate in planul ¢, iar d o dreapta ce intersecteaza
planul ¢ intr-un punct D ce nu apartine dreptelor d, si d, (fig. 8.17). Sa se determine
multimea dreptelor care intersecteaza dreptele d, d, si d,.
Rezolvare:
Fie O punctul de intersectie a dreptelor d, si d,.
Orice dreapta care trece prin punctul O si printr-un
punct 4 al dreptei d verifica conditiile problemei. De
asemenea, orice dreaptd din planul o care trece
prin punctul D si intersecteazd ambele drepte d, si  /y
d, verifica conditiile problemei. Alte drepte care ar
intersecta toate dreptele d, d, si d, nu exista.

% 4. Planul o este intersectat de dreptele necopla-
nare « si b in punctele 4 si respectiv B. Prin fiecare
punct M al dreptei a se duce paralela cu dreapta b si
se noteazd cu M’ punctul de intersectie a acestei
paralele cu planul o (fig. 8.18). Sa se arate ca atunci
cand punctul M descrie dreapta a, punctul M’ de-
scrie o dreapta din planul o ce trece prin punctul 4. Fig.8.18

Rezolvare:

Fie b’ dreapta care trece prin punctul 4 si este paraleld cu dreapta b (care existi si
este unicd). Planul determinat de dreptele a si b’, concurente in A, intersecteaza pla-
nul o dupd dreapta c. Dreapta ¢ este dreapta cautata.
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Probleme propuse |

Profilurile umanist, arte, sport

. In tetraedrul ABCD, punctul M este mijlocul muchiei BD, iar punctul N este mijlocul mu-

chiei AD. Dreapta d este intersectia planului ABC cu planul determinat de dreapta MN si
varful C. In ce relatie sunt dreptele d si MN?

% Investigati! Punctele 4, B, C, D sunt necoplanare. Punctul Ee€ AD (AE =2ED),

punctul Le AB (AL=2LB), punctul Fe DC (DF =2FC), punctul M € CB (BM =2MC).

C, 3.

B Plane paralele

Fie doua plane n spatiu. Distingem urmatoarele cazuri
posibile ale pozitiilor relative a doua plane in spatiu:

a)
b)

¢)

Determinati relatia dintre dreptele EL si FM.

. Se dau punctele necoliniare 4, B, C. Un plan paralel cu dreapta 4B intersecteaza segmentele

BC si AC in punctele M si respectiv N. Sa se afle lungimea segmentului MN, daca:
a) AB=30cm si MB:BC=2:3; b) AB=16cm si BM :MC=5:3;
¢) CM =20cm i AB:BC=4:5, d) BM=a, MC=c, AB=0.

Profilul real

. Punctele 4, B, C, D sunt necoplanare. Pe segmentele AB, BC, CD si DA se iau punctele

A, B,, C, sirespectiv D,, astfelincat 44,:4,B=1:3, BB,:B,C=3:1, CC,:C,D=2:1si
respectiv DD, : D,A=1:2. Sa se demonstreze cd punctele A, B,, C,, D, sunt coplanare.

Investigati! Punctele A, B, C, D sunt necoplanare. Punctul M € AD si punctul
N e BD. in cerelatie se afla dreapta MN si planul ABC, daci se stie ca AM : MD = BN : ND?

Fie punctele 4, B, C si D necoplanare. Pe segmentele AB, BC si CD se iau punctele 4,, B,
si respectiv C,, astfel incat A4,: 4B =a, BB, :B,C=b si CC,:C,D=c. Planul 4,B,C,
intersecteaza segmentul AD in punctul D,. Sa se afle raportul DD, : D, A.

. m Lucrati in perechi! Punctele A, B, C, D sunt necoplanare. Punctul M este centrul de

greutate al triunghiului ABD, iar punctul N este centrul de greutate al triunghiului BDC. Sa
se demonstreze ca dreapta MN este paralela cu planul ABC.

planele se intersecteaza dupa o dreapta (fig. 8.19 a));
planele nu au niciun punct comun (fig. 8.19 b));

planele coincid (fig. 8.19 c)).

aNp=d aNp=9 o=
a) b) c)
Fig.8.19
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Definitie. Doua plane se numesc paralele daca ele nu au puncte comune sau
daca coincid.

situate intr-un plan sunt paralele cu un alt plan, atunci planele sunt paralele.

I Teorema 9 (criteriul de paralelism al planelor). Daca doua drepte concurente

Demonstratie

Fie dreptele concurente a si b, situate in
planul ¢, paralele cu planul S (fig. 8.20).

Presupunem ca planele « si B nu sunt pa-
ralele. Atunci intersectia lor este dreapta c.
Conform teoremei 8, dreptele a si b sunt para- Fig. 8.20
lele cu dreapta ¢, dar aceasta contrazice axioma dreptelor paralele, deoarece obtinem ca
in planul o printr-un punct trec doud drepte diferite, a si b, paralele cu dreapta c, ceea ce
este imposibil. Prin urmare, planele o si B sunt paralele. P

Teorema 10. Daca doua plane paralele sunt intersectate de un al treilea plan,
atunci dreptele de intersectie sunt paralele (fig. 8.21 a)).

Teorema 11. Daca doua drepte paralele intersecteaza doua plane paralele, atunci
segmentele dreptelor cuprinse intre aceste plane sunt congruente (fig. 8.21 b)).

Y
_______ A | a M
a | T o
o i
| B b| N
B |
o B
(allb,ec|| B) =[AM]=[BN],
(@|[B, yNa=a, yNB=b) =allb A,Bea, M, Ne B
2) Fig. 8.21 b)
Exercitiu. Demonstrati teoremele 10 si 11.
Probleme rezolvate B
% 1. Segmentul 4B nu intersecteaza planul o si este /
impartit de punctele M si N in trei segmente, astfel incat N
AM : MN = MN : NB =1:2. Prin punctele 4, M, N si M
B sunt trasate drepte paralele ce intersecteaza pla- M, |N, B,
nul o in punctele A4, M,, N, si respectiv B,
(fig. 8.22). Sa se afle lungimea segmentelor MM, o ATM, N | B

si NN,, stiind ca A4, =2 cm, BB, =16 cm.
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Rezolvare:

Construim prin punctul 4 o dreaptd paraleld cu A4 B,, care intersecteazd dreptele MM,,
NN, si BB, in punctele M,, N, sirespectiv B,. Triunghiurile AM,M si AB,B sunt
asemenea, deci MM, : BB, = AM : AB.

Din AM : MN = MN : NB =1:2 rezultd cd AB=T7AM. Atunci MM, : BB, =1:7,
MM, =BB,:7=14:7=2.

Astfel, MM, = MM, + M,M, =2 +2 =4 (cm).

In mod analog, constatdim ci AANN, ~ AABB, .

Asadar, NN, :BB, = AN : AB=3A4M :7TAM =3:7, de unde NN, :%BB2 =6 cm.
Prin urmare, NN, = NN, + NN =6+2 =28 (cm).
Raspuns: MM, =4 cm, NN, =8 cm.

% 2. Punctele 4,, 4,, A4, sunt situate pe muchia piramidei VABC, astfel incat

AA, = A A, = A, 4,. Prin aceste puncte sunt trasate plane paralele cu baza piramidei,

care intersecteazd muchiile VB si VC in punctele B,, B,, B, si respectiv C,, C,, C,

(fig. 8.23). Sa se afle perimetrele triunghiurilor 4,B,C, si 4,B,C,, daca perimetrele

triunghiurilor ABC si A,B,C, sunt & sirespectiv 2.
Rezolvare:

Segmentul 4,B, este linie mijlocie a trapezului 4,4,8,B,,

: R+, . .
adica =% (1), unde # si & sunt perimetrele
triunghiurilor 4,B,C, sirespectiv 4,B,C,.

- . P+ . . .

In mod similar, & = > (2). Din (1) si (2) obtinem:

20 + @ 2u + @
g;: (}gs f, ,Z’: 9)3 (}é
2P+ 2R+
Raspuns: =——7—>2, h="2 .
3 3 Fig. 8.23

% 3. Tetraedrul regulat ABCD este sectionat de un plan paralel cu planul fetei BCD si
care trece prin punctul Ee€ AC, astfel incat AE: EC =2:3 (fig. 8.24). Sa se afle aria
sectiunii, dacd lungimea muchiei tetraedrului este a.
Rezolvare:
Este evident ca laturile triunghiului FGE sunt paralele
cu laturile fetei BDC si ca triunghiul FGE este echilateral.
Cum AAEF ~ AACB, obtinem:

BC_AC_AE+EC_ | EC BC_, 3_5
FE AE AE AE> FE 2 2°
de unde FEzz?a.

_(EF)2~«/§_4a2-\/§_a2-\/§.

Astfel, ./, = 2 T 25.4 25

a’ -3

25

Raspuns: oy, =

242



Paralelismul dreptelor si planelor

% 4°. Sa se construiasca sectiunea prismei drepte ABCDA,B,C,D, cu planul determinat
de diagonala BD, si de un punct M € (CC)).

Rezolvare: D, C

Evident ca doua laturi ale poligonului obtinut in sec- AN
tiune sunt segmentele BM si MD, (fig. 8.25). " : ;
Punctul Ne CD(\D,M este comun planului ABC si L 1A
planului sectiunii cautate. Prin urmare, punctul :
Pe BN AD este comun planului 4DD, si pla- Y N
nului acestei sectiuni.
Punctul L€ AA, () PD, este cel de-al patrulea
varf al poligonului obtinut 1n sectiune. P

Raspuns: Sectiunea este patrulaterul BLD M.

Probleme propuse |

Profilurile umanist, arte, sport

A 1. Punctele 4, B, C, D sunt necoplanare. Punctele M, N, P sunt mijloacele segmentelor AD, BD
si respectiv CD. Sa se arate ca planele MNP si ABC sunt paralele.

B 2. m Lucrati in perechi! Pe muchiile tetraedrului ABCD sunt luate punctele
Le AD, Pe AD (AL=LP=PD), M e BD (DM =2BM), Ne CD (ND =2NC).
a) Sa se arate ca planul MNL este paralel cu planul 4ABC.
b) Sa se construiasca punctul /, de intersectie a dreptei PM cu planul ABC.
¢) Sa se construiasca punctul /, de intersectie a dreptei 14
PN cu planul 4BC.
d) Sa se construiasca intersectia planelor ABC si PMN.

C 3. Punctele 4,, 4,, A, A, sunt situate pe muchia AV a piramidei
triunghiulare VABC, astfel incat [AA4,]1=[4,4,]1=[4,4,]=
=[4,4,]. Prin aceste puncte sunt construite plane paralele
cu planul bazei piramidei, care intersecteaza muchiile VB si
VCin punctele B,, B,, B;, B, sirespectiv C,, C,, C;, C,. Sa
se determine perimetrele triunghiurilor obtinute 1n sectiuni,

Cy

B
daca perimetrul triunghiului 4,8,C, este de 5 cm, iar
perimetrul triunghiului ABC este de 40 cm. B

4. ﬁ? Lucrati in grup! Proiect Aplicatii ale paralelismului dreptelor si planelor in
constructiile edificiilor din localitate.

5. Activitate practica. Determinarea relatiilor de paralelism in curtea scolii.

Profilul real

A, 1. Tetraedrul ABCD este sectionat de un plan ce trece prin punctul M e[A4D] si care este
paralel cu planul bazei ABC. Sa se afle perimetrul poligonului obtinut in sectiune, daca
AM =5cm, AD=15cm, AB=20cm, BC=19cm, AC=18 cm.

EE



Modulul 8

B, 2.

C, 3.

Fie ABCD un patrulater convex si £ un punct ce nu apartine planului suport al patrulaterului
ABCD. Punctele M, N, P sunt punctele de intersectie a medianelor triunghiurilor ABE, BCE
si respectiv CDE. Sa se demonstreze ca planul MNP trece prin punctul O de intersectie a
medianelor triunghiului ADE.

Prisma triunghiulara dreapta 4BCA,B,C, este sectionatd de un plan ce trece prin punctul
M € [AA,] si care este paralel cu dreptele 4B, si AC,. Sa se determine perimetrul poli-
gonului obtinut In sectiune, dacd AM =1cm, 44, =3 cm, AB=AC=4cm, BC=2cm.

. Pe muchia VA4 a piramidei triunghiulare VABC se iau punctele 4,, 4,, 4,, astfel Incat

A A, =244, si A, A4, =24 A,. Prin aceste puncte sunt trasate plane paralele cu planul bazei
piramidei, care intersecteaza muchia VB in punctele B,, B,,B,, iar muchia /’C —1in punctele
C,, C,, C,. Saseafle perimetrele &, % si & ale triunghiurilor 4, B,C,, 4,B,C, sirespectiv
A,B,C,, daci se stie ca perimetrul triunghiului ABC este &, iar AA, :VA, = A.

. m Lucrati in perechi! Fie ABCD un patrulater convex si £ un punct ce nu apartine

planului suport al patrulaterului ABCD. Pe segmentele AE, BE, CE, DE se iau punctele M,
N, P sirespectiv R, astfel incat 24M =3ME, 2BN =3NE, 2CP=3PE, 3DR =2RE.

a) Sa se demonstreze ca planul MNP este paralel cu planul suport al patrulaterului ABCD.
b) Sa se construiasca punctul / de intersectie a dreptei NR cu planul suport al patrulate-
rului ABCD.

Lucrati in grup! Proiect Aplicarea elementelor de paralelism in spatiu in
constructiile edificiilor din localitate.

. Activitate practica. Determinarea relatiilor de paralelism in curtea gcolii.

Probleme recapitulative |

Profilurile umanist, arte, sport

. Segmentul 4B nu intersecteaza planul ¢ . Prin extremitatile segmentului 4B si prin mijlocul

lui, punctul M, sunt trasate drepte paralele, care intersecteaza planul « in punctele 4, B,
sirespectiv M. Sa se afle lungimea segmentului MM, daca:
a) A4, =32 m, BB, =23 dm; b) 44,=19 cm, BB,=2 dm; c) A4,=33 cm, BB, =75 cm.

. Segmentul AB nu intersecteaza planul ¢ si este impartit de punctele M si N in trei segmente

congruente: AM, MN, NB. Prin extremitatile segmentului 4B si prin punctele M si N sunt
trasate drepte paralele ce intersecteaza planul o in punctele 4,, B,, M, sirespectiv N,. Sa se
afle lungimile segmentelor MM, si NN, dacd se stie cd A4, =16 cm, BB, =4 cm.

. Fie planele paralele o, B si un punct M. Planul B si punctul M sunt situate in semispatii

diferite limitate de planul ¢. Prin punctul M sunt trasate doua drepte care intersecteaza pla-
nul & inpunctele 4, si 4,, iar planul B — in punctele B, si B,. Sa se determine lungi-
mea segmentului 4, 4,, dacd BB, =20 cm si MA,: 4B, =3:2.

. m Lucrati in perechi! Punctele 4, B, C, D sunt necoplanare. Punctul Le DC, astfel

incat DL =2LC, iar punctul M este centrul de greutate al AABD. Sa se arate ca dreapta ML
este paralelad cu planul ABC.



Paralelismul dreptelor si planelor

A

B,

1.

. Se dau planele o si 3, a cdror intersectie este dreapta a.

Profilul real

Printr-un punct O, ce nu apartine niciunuia dintre planele paralele a si b, sunt construite
dreptele a,, a,, a, si a,, care intersecteaza planul a in punctele 4,, 4,, 4, si respectiv 4,, iar
planul b —1n punctele B,, B,, B, si respectiv B,.

AA, A4, A4, OA 04, 04, OA,

Sa se d t a = = = = = = .
a se demonstreze ca BB BB BB OB OB OB OB,

. Sa se demonstreze ca daca orice dreapta ce intersecteaza unul dintre cele doud plane date

intersecteaza si al doilea plan, atunci planele sunt paralele.

. O dreapta intersecteaza planul o in punctul 4. Prin punctele B si C (B se afla intre 4 si C)

ale dreptei, situate in acelasi semispatiu limitat de planul «, sunt trasate doud drepte
paralele care intersecteaza planul o in punctele B, si respectiv C,. Sa se afle lungimea
segmentului BB,, daca:

a) CC,=a si AC:BC=24,; b) CC,=a si AB: AC =y,

c) AB=1[ si AC:CC, =k; d) AC=a, BC=b, CC, =c.

. m Lucratiin perechi! Punctele A, B, C, D sunt necoplanare si AC =12 ¢cm, BD =20 cm.

Sa se determine perimetrul patrulaterului ale carui varfuri sunt mijloacele segmentelor 4B,
BC, CD, DA.

. Punctul E nu apartine planului trapezului ABCD (BC || AD). Punctele M si L sunt mijloacele

laturilor AB si CD ale trapezului, iar punctele N si P — mijloacele segmentelor BE si CE. Sa
se arate ca dreptele MN si PL sunt concurente.

. Fie punctele 4, B, C, D necoplanare. Pe segmentele AC si BC se iau punctele M si respectiv

N, astfel incat AM : MC = BN : NC = m : n. Sa se afle lungimea segmentului determinat de
mijloacele segmentelor AD si BD, daca MN =a.

. Tetraedrul regulat ABCD este sectionat de un plan ce trece prin varful 4 si prin mijloacele

muchiilor BD si CD. Sa se afle aria sectiunii obtinute, daca lungimea muchiei tetraedrului
este 2a.

. Fie trei drepte necoplanare care se intersecteaza doud cate

doua. Sa se demonstreze ca dreptele au un punct comun.

Punctele 4 si B apartin planului «, iar punctul C apartine
planului . Sa se construiasca liniile de intersectie a planului
ABC cuplanele o si S.

10. Punctul £ nu apartine planului paralelogramului ABCD.

11.

Sa se demonstreze ca linia de intersectie a planelor ABE si

CDE este o dreapta paralela cu dreapta DC. bE Da
Prin punctul £ ce nu apartine planului ¢« sunt duse dreptele c

a si b, care intersecteaza planul o 1n punctele 4 si

respectiv B. Punctul D apartine dreptei a, iar punctul C — A// \ B
dreptei b. Si se construiascd punctul de intersectie a /& /// \\\

dreptei DC cu planul c.




Modulul 8

12.

13.

14.

C, 15.

16.

17.

18.

19.

20.

Se dau punctele necoplanare 4, B, C si D. Sa se demonstreze ca dreapta a care trece prin
mijloacele segmentelor AB si DC, dreapta b ce trece prin mijloacele segmentelor AD si BC
si dreapta c care trece prin mijloacele segmentelor AC si DB au un punct comun.

Planele o si B, a cdror intersectie este dreapta c,
intersecteazd planul ¥ dupa dreptele a si b. Punctul 4
apartine planului ¢, iar punctul B apartine planului f3,
astfel incat AB ) y. Si se construiasca punctul de intersec-
tie a dreptei AB cu planul y.

Fie patrulaterul convex ABCD situat in planul c.
Presupunem ca patrulaterul ABCD are laturile opuse neparalele.

Punctul £ nu apartine planului . Sa se traseze intersectiile planelor:

a) EAB s1 EDC; b) EAD si EBC; c) EACsi EBD.

La reconstructia acoperisului unei case s-a luat decizia de a ridica o mansarda. Capriorii
AF, BF, CE si DE urmeaza s fie taiati in punctele 4, B,, C, sirespectiv D,, astfel Incét
planul dreptunghiului 4 B,C,D, sa fie paralel cu planul podului (fig. a)). Capetele capriori-
lor se vor sprijini pe colturile peretilor mansardei (fig. b)). La ce distanta de la colturile
podului casei trebuie taiati capriorii, astfel incat latimea mansardei in exterior sa fie de 9 m,
daca se stie ca latimea podului casei este de 12 m, iar lungimea capriorilor — de 8 m?

Se dau punctele necoplanare 4, B, C si D. Punctul M apartine segmentului DC. Sa se
construiasca liniile de intersectie a planelor ADC, CBD, ABC si ABD cu planul care trece
prin punctele M si A si este paralel cu dreapta BD.

Fie punctele necoplanare 4, B, Csi D si punctul £ ce apartine segmentului AC, astfel incat
AE : EC =3:2. Sa se construiasca liniile de intersectie a planelor ADC, ADB, ABC cu
planul ce trece prin punctul £ si este paralel cu planul BCD.

Fie punctele necoplanare 4, B, C si D. Punctul M este mijlocul segmentului 4D, iar punctul
G este intersectia medianelor triunghiului ABC.

a) Sa se construiascd punctul /' de intersectie a dreptei MG cu planul BCD.

b) Sa se demonstreze ca punctele B, D, C, F sunt varfurile unui paralelogram.

Se dau punctele necoplanare 4, B, C si D. Punctele E, F si H sunt situate pe dreptele AD,
DC si respectiv BC, astfel incat EFJfAC si FH){DB. Sa se construiasca punctele de
intersectie a planului EFH cu dreptele AB si DB.

Investigati! Punctele A, B, C si D sunt necoplanare. Cate plane pot fi duse la aceeasi
distanta de aceste puncte?



Paralelismul dreptelor si planelor

| Testsumativ__|

Profilurile umanist, arte, sport

. Prin doud puncte distincte 4 si B, ce apartin unuia dintre cele doua plane paralele,
sunt construite doud drepte paralele care intersecteaza celdlalt plan in punctele A4, si

respectiv B,. Determinati lungimea segmentului 4 B,, dacd 4B =8 cm.

. Construiti cubul ABCDA B, C D, si indicati:
a) drepte paralele cu planul BCD;
b) plane paralele cu dreapta 4,B,.

. Punctul M este mijlocul muchiei AD a tetraedrului regulat ABCD cu muchiile de lun-
gime a. Aflati perimetrul triunghiului MNC, unde N este punctul de intersectie a drep-
tei BD cu planul ce trece prin dreapta MC, paralel cu dreapta 4B.

. Paralelogramele ABCD si ABB A, sunt situate in plane diferite. Determinati lungimea
segmentului B C, dacd 4D =8 cm.

Baremul de notare

Timp efectiy de lucry:
45 de minyte

@

Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2

Nr. puncte | 24-23 | 22-21 | 20-18 | 17-15 | 14-12 | 11-8 | 7-6 5-4 3-2

1-0

Timp efectiy de lucry:
45 de minute
Profilul real

. Dreapta a este paralela cu planul o, iar dreapta b intersecteaza acest plan. Stabiliti pozitia
relativa a dreptelor a si b.
. Fie punctele necoplanare 4, B, C, D. Determinati pozitia fata de planul ABC a dreptei:

a) EF,unde E este mijlocul segmentului AD, F'—mijlocul segmentului BD;

. . . . . BG _CH _1
b) GH,unde G apartine segmentului BD, H apartine segmentului CD si GD-HD-3
. Fie piramida SABCD si punctul E € (SD). Sectionati aceasta piramida cu planul ce trece
prin punctul £ si care este paralel cu planul bazei ABCD.

. Construiti sectiunea tetraedrului regulat ABCD, formata de planul care trece prin punctul
Ee€ (AD), astfel incat AE: ED =1:2, si care este paralel cu planul bazei ABC. Aflati
aria sectiunii obtinute, daca se stie ca aria unei fete a tetraedrului este .o/

Baremul de notare

®

@

Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2

Nr. puncte | 23-22|21-20 | 19-17 | 16-14 | 13-11 | 10-8 | 7-6 5-4 3-2

1-0




Modulul 8

Pozitiile relative ale dreptelor si planelor

1. Pozitiile relative a doua drepte

a si b coplanare

a si b necoplanare

aNb=1{C}

aNb= a

a

aNb=

2. Pozitiile relative ale unei drepte si unui plan

a secantd cu o

a paraleld cu o

\
\
:

aNo={A4}

a

bca, allb, aNa=J

aco=alo

3. Pozitiile relative a doua plane

o si [ secante

o si [ paralele

e
4

cNp=9




|__Modulul |

Perpendicularitatea
in spativ

Obiective

=2 recunoasterea in diverse contexte, descrierea, construirea dreptelor perpendiculare, a dreptei
perpendiculare pe plan;

=2 calcularea lungimilor segmentelor, masurilor unghiurilor diedre, aplicand teorema celor trei
perpendiculare;

=2 utilizarea 1n situatii reale si/sau modelate a criteriilor de perpendicularitate a doua drepte, a
dreptei si planului, a douad plane;

=2 recunoasterea, descrierea si construirea proiectiilor ortogonale ale punctelor, segmentelor,

dreptelor pe plan;

calcularea lungimilor proiectiilor ortogonale ale segmentelor in contexte diverse;

aplicarea perpendicularitatii n spatiu pentru a identifica si explica procese, fenomene din

diverse domenii.

| Drepte si plane perpendiculare

I Lema. Doua unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt congruente sau suplementare
(fig. 9.1 a)).

Demonstratie

Fie unghiurile proprii AMB si AM B, cu [MA || [MA,, [MB || [MB,, MA=M A4, si
MB =M, B,. Consideram cazul cand punctul 4, apartine semiplanului determinat de dreapta
MM, si punctul 4, iar punctul B, apartine semiplanului determinat de dreapta MM, si
punctul B (fig. 9.1 c)). In aceste conditii, MAA M, si MBB M, sunt paralelograme, deci
MM, = AA, = BB,. Prin urmare, ABB A, de asemenea este paralelogram si AB =A4,B,.
Concluzia lemei rezultd din faptul cd AAMB = AAM,B,. P

b/




Modulul 9

Rezultatul obtinut ne permite sa vorbim despre unghiul format de doua drepte neco-
planare. Anume prin unghiul format de doud drepte necoplanare a si b se intelege un
astfel de unghi BMA, incat M este un punct oarecare al spatiului, MB||b, MA|la si
m(£BMA)e [0°,180°] (fig. 9.1 a), b)).

\a
Definitie. Doud drepte in spatiu se nu- /A¥/C
me.sc perpendlculare daca masura un- / —
ghiului format de ele este de 90° -
(fig. 9.2). (cca, aNc={4}, cl|b)= a lb
Fig.9.2

Dreptele perpendiculare a, b se noteaza: a_Lb.

Usor se deduce ca in cubul din figura 9.3,
AA, L BC, AD, LCB,.

In modulul 8 am constatat cd o dreapta si un plan
in spatiu pot fi sau paralele, sau secante.

Definitii. * Dreapta perpendiculara pe orice dreapta
dintr-un plan se numeste perpendiculara pe
acest plan. In acest caz, se mai spune ci planul
este perpendicular pe dreapta.

* Dreapta care nu este perpendiculara pe

plan si nu este paralela cu el se numeste

oblica pe acest plan (fig. 9.4). Fig. 9.4

In figura 9.4, dreapta AO este perpendiculard pe planul o, iar dreptele 4B, AC, AD
sunt oblice pe acest plan.

C
Teorema 1. Daca o dreapta este perpen- C

diculara pe doua drepte concurente situ-
ate intr-un plan, atunci dreapta este per-

pendiculard pe acest plan.

Demonstratie

Fie dreptele a si b din planul o concurente
in punctul O si o dreapta ¢ perpendiculard pe
dreptele a si b (fig. 9.5), iar d c ¢ o dreapta
arbitrara.

In virtutea definitiei unghiului format de doua
drepte in spatiu, se poate admite ca dreptele ¢
si d contin de asemenea punctul O. Ludm pe
dreptele a si b doua puncte arbitrare, 4 si res- Fig.9.5

250




Perpendicularitatea in spatiu

pectiv B, diferite de O. Dreapta d intersecteaza [AB] in punctul D. Pe dreapta ¢ luam
punctele C si C’, astfel incat [OC’]=[CO] (fig. 9.5).

Cum ACOA=AC'OA si ACOB =AC’OB (ca triunghiuri dreptunghice cu catetele res-
pectiv congruente), deducem ca [AC]=[AC’] si [BC]=[BC’]. Rezultici AACB=AAC'B
si ZCAB = ZC’AB. Aplicand criteriul LUL, constatdim ci ACAD = AC’AD, deci triunghiul
CDC’ este isoscel. Segmentul DO este mediana corespunzitoare bazei triunghiului CDC’.,
Prin urmare, [DO] este si inaltime, adicd cLd. P

Existenta si unicitatea planului perpendicular pe o dreapta data, ce trece printr-un punct
al acestei drepte, rezulta din

Teorema 2. Prin orice punct al unei drepte trece un unic plan perpendicular pe
aceasta dreapta.

Exercitiu. Demonstrati teorema 2.

Problema rezolvata a o

% Sad se demonstreze cd printr-un punct arbitrar 4, ce nu
apartine dreptei date a, trece un unic plan perpendicular pe B
dreapta a.

Rezolvare: / T

In planul o = (4, a) construim 44’ La (fig. 9.6). Con- c¥¥
form axiomei S, (modulul 8), existd un punct B ce nu se afld
in planul ¢, care cu dreapta a determind planul . In planul B A
B dinpunctul 4" construim perpendiculara 4’C pe dreapta
a. Planul determinat de punctele 4, 4’, C este planul care
verifica conditia problemei.

Unicitatea planului o rezultd din teorema 2.

~
~
~
~
~

Fig. 9.6

Teorema 3. Pentru orice plan si orice punct existd o unica dreapta care trece prin
punctul dat si este perpendiculara pe planul dat.

Prezentam unele proprietati ale perpendicularitatii dreptelor si planelor.

Teorema 4. Daca un plan este perpendicular pe una dintre doud drepte paralele,
atunci el este perpendicular si pe cealalta dreapta (fig. 9.7 a)).

Teorema 5. Daca doud drepte sunt perpendiculare pe acelasi plan, atunci ele sunt
paralele (fig. 9.7 b)).

i

|b . Cll |b
IB lB
! :
| |

I

a)

4 A
o I o I
[ I |

(ala, blla)=>b Lo (ala, bLa)= allb

Fig.9.7

Exercitiu. Demonstrati teoremele 4 si 5.




Modulul 9

A L

B, 3.

C s

Probleme propuse |

Profilurile umanist, arte, sport

. Dreptunghiurile CDAB si CDEF au o latura comuna si planele suport distincte. Sa se arate

ca CD1BF.

. Triunghiurile CAD si BAD cu m(£A4)=90° au o catetd comuna si planele suport distincte.

Sa se arate ca AD este perpendiculara pe dreapta MN, unde M este mijlocul segmentului
CD, iar N este mijlocul segmentului BD.

. Dreapta suport a segmentului 4B cu lungimea de 5 cm este perpendiculard pe planul o.

Segmentul 4B intersecteaz planul o in punctul C. In planul ¢ se ia un punct D, astfel
incat AD =3 cm, BD =4 cm. Sa se determine lungimea segmentului CD.

. Din varful 4 al patratului ABCD este construitd perpendiculara AM pe planul patratului. Sa

se determine MB, MD si MC, stiind ca AB=4 cm, MA=3 cm.

. m Lucrati in perechi! Din varful 4 al triunghiului 4CB dreptunghic in C este construita

perpendiculara AE pe planul triunghiului. Sa se afle ipotenuza AB, dacd AE=CB=a, EC=b.

. Din varful 4 al dreptunghiului ABCD, pe planul dreptunghiului, este construita perpendicula-

ra AE, astfel incat AE =4 cm. Sa se determine DE, CE, BE si indltimea triunghiului EBD
dusa din varful £, daca AB =6 cmsi AD =4 cm.

Profilul real

Distantele de la punctele 4 si B, situate in diferite semispatii marginite de planul ¢, pana la
acest plan sunt egale cu a si respectiv b. Sd se afle lungimea segmentului AB, daca 4, B, =c,
unde 4, si B, sunt punctele de intersectie a perpendicularelor ce trec prin punctele 4 si
respectiv B pe planul o.

. Punctul D, D& (ABC), este egal departat de varfurile triunghiului isoscel ABC (AB = AC).

Sa se afle distanta DE, unde DE1(ABC), E€ (ABC), daca BC=a, AD=b, m(£LCAB)=c.

Punctul M este egal departat de varfurile poligonului ABCDE. Sa se arate cd segmentele
OA, OB, OC, OD si OF sunt congruente, unde MO L(ABC), Oe (ABC).

. Punctul E, ce nu apartine planului dreptunghiului ABCD, este egal departat de varfurile

dreptunghiului. Sa se arate ca dreapta ce trece prin punctul O de intersectie a diagonalelor
dreptunghiului ABCD si punctul E este perpendiculara pe planul suport al dreptunghiului
ABCD.

m Lucrati in perechi! Din varful 4 al paralelogramului ABCD pe planul lui este construita
perpendiculara AE de lungime c. Sa se determine BE, CE, DE, dacd AB=a, AD=b si
m(£BAD) =q.

. Dreptele d, si d, sunt concurente in punctul 4. Prin punctul 4 se construiesc planele o si

B, astfel incat d, Lo, d, L . Sa se arate ca linia de intersectie a planelor @ si 8 este
perpendiculara pe planul definit de dreptele d, si d,.
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m| Proiectii ortogonale.

Unghi format de o dreapta si un plan

Definitie. Proiectie ortogonali a unui punct M pe un plan o se numeste piciorul
perpendicularei (punctul M, ) construite din M pe acest plan (fig. 9.8 a)).

Se noteaza: pr,M =M,. C

a) M b) 1B

A

;l :M1 E i G E

a 1 1 1
1 1 B
I a A :

(MM, Lo, M,eo)= M, = pr,M F=prF
Fig. 9.8

Proiectia ortogonald a unei figuri geometrice /' pe un plan este multimea F, forma-
ta din proiectiile ortogonale ale tuturor punctelor figurii geometrice date pe acest plan
(fig. 9.8 b)).

Fie o dreaptd a si un punct M.

Stim ca exista un unic plan ¢ care a)

b)

trece prin punctul M si este per-

pendicular pe dreapta a. Fie M, MAR(=M,)
punctul de intersectie a dreptei ¢ /o I o I
cu planul « (fig. 9.9 a), M€ qa; | |
fig. 9.9b), M ¢ a). Fig.9.9

MAI%

Definitie. Punctul M, se numeste proiectie ortogonala a punctului M pe dreapta
a, iar lungimea segmentului MM, se numeste distantd de la punctul M la
dreapta a (fig. 9.9).

II Observatie. In cele ce urmeaza, prin proiectie se va intelege proiectia ortogonala.

. Teorema 6. Proiectia unei drepte pe un plan este o dreaptd sau un punct.

Demonstratie

Daca dreapta a este perpendiculara pe planul
a, atunci proiectia ei este punctul de intersectie a
acestei drepte cu planul o

Consideram ca dreapta a nu este perpendicu-
lara pe planul « (fig. 9.10).

Fie 4 si B puncte distincte pe dreapta a. Notdm
cu 4, si B, proiectiile lor pe planul cv.

In baza teoremei 5, dreptele A4, si BB, sunt
paralele, deci ele determina un plan S.




Modulul 9

Planului f ii apartine si dreapta a, si dreapta a, = 4,B,. Daca luam un punct arbitrar
Ce a, constatam ca punctul C, = pr,C apartine planului 8 (CC, || 44, si Ceac ),
deci C, apartine dreptei de intersectie a planelor « si 3, care este dreapta 4,B,.

Astfel, am demonstrat cd proiectia oricarui punct al dreptei a este un punct al drep-
tei a,, adicd pr,a=a,. P

Teorema 7 (teorema celor trei perpendiculare). Daca proiectia a, pe planul o a
unei drepte oblice a este perpendiculard pe o dreaptda b din planul o, atunci si
dreapta a este perpendiculara pe dreapta b.

Demonstratie a

Fie dreapta A4, perpendiculara pe planul ¢,
Aea, A€o, deci A4, L bco (fig. 9.11). Din
enuntul teoremei rezulta ca dreapta b este perpen-
diculara pe a,, adica dreapta b este perpendiculara B A,
si pe dreapta AA4,, si pe dreapta BA,. Deducem ca = P b '
dreapta b este perpendiculara pe planul determinat o . :
de punctele A4, B, A,. Prin urmare, dreapta b este / ‘

perpendiculara si pe dreapta 4B =a care apartine Fig.9.11
acestui plan. P

Teorema 8 (reciproca teoremei celor trei perpendiculare). Daca dreapta a
este perpendiculara pe o dreapta b din planul & si nu este perpendiculara pe plan, atunci
proiectia a, a dreptei a pe planul o este perpendiculara pe dreapta b.

Demonstratie

Dreapta A4, (fig. 9.11) este perpendiculara pe planul ¢, deci 44, L b < o si din enuntul
teoremei rezultd cd AB.Lb, adica dreapta b este perpendiculard pe planul ABA,. Prin
urmare, b este perpendiculara pe dreapta a, = BA, = pr,a. P

Fie un plan o i un punct 4 ce nu apartine planului (fig. 9.12).

Definitii. *« Segment perpendicular pe pla- 4
nul @, construit din punctul 4, se numeste
segmentul ce uneste punctul 4 cu punctul de
pe plan si care apartine dreptei perpendicu- BZ =

lare pe plan. Extremitatea ce apartine planului o
se numeste piciorul perpendicularei. Fig.9.12

* Segment oblic pe planul ¢, construit din punctul 4, se numeste segmentul ce
uneste punctul 4 cu orice punct al planului o si nu este perpendicular pe plan.
Extremitatea ce apartine planului se numeste piciorul oblicei (fig. 9.12).

Teorema 9. Fie un plan ¢, un punct 4 ce nu apartine planului ¢, un punct B ce
apartine planului acsi 4, = pr, 4. Atunci A4, < 4B (fig. 9.12).
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Demonstratie

Intr-adevar, segmentul A4, este perpendicular pe planul ¢, deci si pe segmentul B4,.
Rezulta ca triunghiul 44, B este dreptunghic in 4,. Prin urmare, A4, < AB, egalitatea avand
loc numai dacd B coincide cu 4, (4B Lx). P

Definitie. Distanta de la un punct la un plan se numeste lungimea segmentului
avand o extremitate punctul dat si cealaltd — proiectia punctului pe acest plan.

In figura 9.12, lungimea segmentului 44, este distanta de la punctul 4 la planul c.

B
Teorema 10. Daca intre laturile triunghiurilor
ABC si A1B,C au loc relatiile [AB]=[4,5,],
[AC]=[AC,] si BC > B,C,, atunci 4 B,
m(£BAC)>m(£LB,AC)) (fig. 9.13). o e b

a .
Fig.9.13

In cazul in care dreapta nu este perpendiculard pe plan este justificatd urmatoarea

Definitie. Unghi format de o dreapta si un plan se numeste unghiul ascutit
format de aceasta dreapta si proiectia ei ortogonald pe acest plan.

in figura 9.14, unghiul @ este unghiul format de a M
dreapta « si planul .

Observatie. Prin unghiul format de un segment Plod ,/< ¢ M

si un plan vom intelege unghiul format de dreapta o /,’ Pla

suport a segmentului dat i acest plan. Fig.9.14

Teorema 11. Lungimea proiectiei unui segment pe un plan este egala cu produsul
dintre lungimea acestui segment si cosinusul unghiului format de segment si plan.

Demonstratie

Fie un segment AB, un plan o ([ABl}) ), proiec- B
tiile 4, si B, ale punctelor 4 si respectiv B pe planul o
si D — punctul de intersectie a dreptei 4B cu planul o
(fig. 9.15). o
Fie Cpunctul de intersectie a dreptei BB, cu dreapta p 52 A, B,
ce trece prin 4 paralela cu dreapta 4,B,. Constatim
ca triunghiul 4ABC este dreptunghic in Csi au loc relatiile
m(£LBAC)=m(£LADA,) = ¢. Astfel, in triunghiul ABC
avem AC = ABcos¢ si, cum AC = A4 B,, rezultd ca
A B, = ABcos .

Fig.9.15
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Fie punctele A4, B situate in semispatii diferite
limitate de planul o (fig. 9.16).

Atunci 4,8, = AD+ DB, si din triunghiurile 7 o P (% 7
AA,D si BB,D avem 2
AD = ADcos®, DB, =DBcosg. 2
Prin urmare, Fig.9.16

Celelalte cazuri ([4B] || o, ...) sunt evidente.

A B, =AD coso+ DB cosp =
=(AD + DB)cos¢ = ABcos.

>

Probleme propuse |

Profilurile umanist, arte, sport

. Segmentul 4, B, este proiectia ortogonald a segmentului AB pe planul o. Sa se afle:

a) lungimea segmentului 4,B,, dacad 44, =9 cm, BB, =13 cm, AB =5cm;
b) cosinusul unghiului format de segmentul 4B si planul c.

. m Lucrati in perechi! Dintr-un punct care nu apartine unui plan sunt construite doua

oblice la acest plan, cu lungimile de 30 cm si 25 cm. Diferenta lungimilor proiectiilor oblicelor
este egala cu 11 cm. Sa se determine distanta de la punct la plan.

. Intr-o incipere, o grinda este instalata pe doi piloni, cu lungimile de 3 m si 5 m. Si se afle

distanta de la podea la punctul ce imparte lungimea grindei in raportul de 2 : 3, considerand

de la pilonul mai scurt. A, B,
. (BAC, 2011) in desen, ABCDA,B,C D, este un cub. L G
Desenati proiectia ortogonald a segmentului BD, \:“\\\
pe planul (4BB,)). Apo ] B
D~ c

. Distanta de la punctul 4 la planul & este de 3 cm. Oblicele AC si AB (C, Be &) laplanul o

au lungimile de 6 cm. Punctul M este mijlocul segmentului CB, iar 4, = pr, A. Sa se deter-
mine lungimea segmentului 4, M, daca:
a) m(£LCAB)=90°%  b) m(LCAB)=60°.

. Distantele de la punctele 4 si B, situate in acelasi semispatiu marginit de planul ¢, pana la

acest plan sunt egale cu « si respectiv b. Sa se afle lungimea segmentului 4B, daca 4, B, =c,
unde 4, si B, sunt punctele de intersectie a perpendicularelor din 4 si respectiv B pe
planul c.
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Profilul real D, C,
A, 1. (BAC, 2013) Completati caseta astfel incat propozitia A B,
obtinuta sa fie adevarata. Cubul ABCDA,B,C, D, are muchia i
de 2 cm. Atunci distanta de la varful B, la planul (44,C) p ____________j\C
este egald cu |:| cm. \
A B

B, 2. a) Panta drumului este de 15 % daci la parcurgerea unei
distante de 100 m pe orizontald urcam la o indltime de 15 m.
Sé se afle unghiul o.

b) Care este unghiul ce corespunde unei pante de 100 %?

I

| 100m

3. Sa se afle indltimea releului de televi-
ziune, daca observatorul ce se afla in
planul orizontal la o distanta de 50 m de
baza releului are inaltimea de 1,65 m, iar
unghiul ABC format de semidreapta ori-

zontald BC si semidreapta BA orientati o

de la ochii observatorului spre varful re- IA\ B 37,8° C

leului este de 37,8°. 1 >
50m

4. Unghiul pantei unui munte este de 30 °.
Sub ce unghi fata de poalele muntelui
(vezi figura alaturatd) trebuie construit un
drum rectiliniu AB, pentru ca unghiul lui
de Inclinatie fata de planul orizontului sa
fie egal cu 15°? (Unghi al pantei este
unghiul liniar al unghiului diedru format
de planul muntelui si planul orizontal.)

5. Punctul D este situat la distanta de 9 cm de la varfurile triunghiului ABC dreptunghic in C,
AC =8 cm, BC =6 cm. Sa se determine distanta DE, unde DE 1 (ABC), E< (ABC).

C, 6. Semidreapta [OC formeazi unghiuri congruente cu semidreptele [OA4 si [OB. Si se afle
lungimea proiectiei segmentului OC pe planul AOB, dacd m(£LAOC)=m(£LBOC)=«,
m(£LAOB)=2p, iar OC =c.
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BEEN| Unghi format de doua plane (unghi diedru)

Amintim ca orice dreapta a dintr-un plan o imparte multimea punctelor planului ¢ ce nu
apartin dreptei a In doua submultimi ¢ si o, care se numesc semiplane deschise. Dreapta
a determina atat semiplanul o, cat si semiplanul o,. Reuniunea semiplanului deschis cu
dreapta ce-l determina se numeste semiplan inchis. Planul o se numeste plan suport si
pentru semiplanul ¢, si pentru semiplanul o,.

a
Definitie. Reuniunea a doua semiplane inchise, limitate de
aceeasi dreaptd, se numeste unghi diedru (fig. 9.17).
Unghiul diedru al semiplanelor o, B, se noteaza Z(«, f3,).
Dreapta a se numeste muchia unghiului diedru Z(co. f3,), iar o By
semiplanele o, si 3, se numesc fetele unghiului diedru. Fig.9.17

Unghiul diedru format de doua semiplane ce coincid se numeste
unghi nul.

Unghiul diedru format de semiplanele ¢, si 3, a caror reuniune este un plan se numeste
unghi diedru plat.

Unghi diedru propriu se numeste unghiul diedru diferit de cel nul si de cel plat.

Interiorul unghiului diedru propriu se numeste intersectia semispatiului determinat
de planul suport al lui ¢, ce contine semiplanul f,, cu semispatiul determinat de planul
suport al lui 3, ce contine semiplanul ¢,.

Fie Z(ct,B,) un unghi diedru propriu si 4 un punct oarecare pe muchia m a acestuia.
Din punctul 4, in fiecare dintre semiplanele ¢, si B, construim perpendicularele a si b
(fig. 9.18 a)). Astfel, am obtinut un unghi plan cu varful in punctul 4, laturile lui fiind semi-
dreptele [AB si [AC (Ce b, Be a).

Acest unghi plan poate fi obtinut la intersectia unghiului diedru Z(ex,,) cuun plan y
perpendicular pe muchia m a acestui unghi, ce trece prin punctul 4 (fig. 9.18 b)).

a) z b) m
A b A b
a C
/ o
B -
B Bi
o4 o
Fig.9.18

Definitie. Intersectia unui unghi diedru cu un plan perpendicular pe muchia lui se
numeste unghi liniar (unghi plan) al unghiului diedru.

Se poate ardta ca toate unghiurile liniare ale unuia si aceluiasi unghi diedru sunt con-
gruente.
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Definitie. Masura a unghiului diedru se numeste masura unui unghi liniar al
acestuia.

Revenind la figura 9.18 a), scriem ca
m(£(e, B,)) = m(£BAC).

Definitii. * Semiplanele ¢, si 3, se numesc perpendiculare daca m(£(c,f3,))=90°.
« In acest caz, planele suport respective, o si 3, se numesc plane perpendiculare.

Se noteaza: o, L f3,, respectiv o L 3.

contine o dreaptd perpendiculara pe celalalt plan.

I Teorema 12. Doua plane sunt perpendiculare daca si numai dacad unul dintre ele

Demonstratie

Necesitatea. Daca doud plane sunt perpendiculare,
atunci dreapta suport a oricarei laturi a unghiului liniar este a
perpendiculara pe planul ce nu o contine.
Suficienta. Fie planul o trece prin dreapta a, per- C
pendiculara pe planul S (fig. 9.19). o
Planele o si f se intersecteaza dupa dreapta ¢, iar | o[

dreptele a si ¢ se intersecteaza in punctul A. N .

In planul B, prin punctul 4 construim o dreapti b /‘1 i~
perpendiculara pe dreapta c. Constatdm ca unghiul B

BAC este unghiul liniar al unghiului diedru format de
planele asi B. Cum a L B, rezultaca a Lb. Asadar,

m(Z£(0f))=90° deunde o L. P y

Teorema 13. Daca ¢ este masura un-
ghiului diedru format de planul unui tri-
unghi ABC si un plan @, ./, — aria triun-
ghiului 4BC, .</,, , — aria proiectiei orto-

gonale a triunghiului 4BC pe planul o, “’ ;
atunci .o/, , =.o/, -cos¢ (fig. 9.20). AABC = pr,AABC, Ay, e =y 0 COSP
Fig. 9.20

Probleme rezolvate

% 1. Fie triunghiul isoscel ABC cu AB=BC =8 cm si AC =5 cm. Din varfurile 4 si B se
construiesc perpendicularele 44, si BB, in acelasi semispatiu marginit de planul ABC,
astfel incat 44, =12 cm si BB, =6 cm (fig. 9.21). Sa se determine:

a) lungimea segmentului CD,, unde D, este mijlocul [4, B, ];

b) distanta de la punctul C la dreapta 4,B,;

¢) masura unghiului diedru format de planele ABC si 4, B,C.
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A
Rezolvare: :

a) Distanta de la punctul Cla mijlocul D, al segmentului 4 B,
se calculeaza folosind triunghiul dreptunghic DD,C B,
(44, || DD, = DD, 1(ABC)). Segmentul DD, este linie mijlocie
a trapezului A4, BB, deci DD, =9 cm, iar segmentul DC este
mediana a triunghiului ABC. Folosind formula de calcul al lungimii /

. . . . . K
medianei unui triunghi (m, :l\/2a2 +2b* —c?), obtinem ca
1 2
DC =§«/1 14 cm.

Aplicand teorema lui Pitagora triunghiului dreptunghic CDD,,

. < 1 D
obtinem ca D,C =,/DC* + DD} =1/Z-114+81 =4/109,5 (cm).

b) Distanta de la punctul C la dreapta A4,B, este egaldi cu 4
inaltimea triunghiului 4,CB,, construitd din varful C. Aplicand
teorema lui Pitagora triunghiului dreptunghic 4,4C, obtinem ca 4,C =13 cm. in mod
analog, in triunghiurile dreptunghice B,BC si 4 KB, avem B,C =10 cm si respectiv
A,B, =10 cm.

Distanta de /la punctul C la dreapta 4, B, poate fi determinata

2.
thel: f, =—"2<
e YY)

Aflam aria triunghiului 4, B,C folosind formula lui Heron!:
33 13 13 7 13
Lyne =ANP(P-a)p=bYp-0) =5 55 = V231 (cm).
13 TT A
Atunci . = 2 I NGEY —
e e I
¢) Triunghiul ABC este prmecpa triunghiului 4,B,C pe planul triunghiului ABC. Prin

urmare, mdsura ¢ a unghiului diedru format de planele ABC si 4,B,C se determina
folosind relatia .o/

ABC — jz/AIBIC - COs Q.

ool e :%\/231 cm’, deci cos<p:i, iar @ =arccos— 153
Raspuns: a) 4/109,5 cm;  b) —«/231 cm;  C) ( =arccos— 153
% 2. Semidreptele necoplanare [O4, [OB, [OC cu originea comu-
na sunt construite astfel incat m(L40OC)=m(£LBOC) =0 <90°,
m(LAOB)=2p (fig. 9.22).
a) Sa se demonstreze ca proiectia semidreptei [OC pe planul
OAB este bisectoarea unghiului 4OB.

C
Fig.9.21

Observatie. Problema 1 ¢) arata cad masura unui unghi diedru
poate fi calculata fara a construi unghiuri liniare ale unghiului
diedru respectiv.

' Heron din Alexandria (sec. 1 d.H.) — matematician grec.
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b) Sa se determine masura unghiului diedru care are muchia OA.

¢) Sa se afle masura unghiului format de dreapta OC si planul OA4B.

Rezolvare:

a) Fie M, proiectia unui punct M € [OC pe planul OAB, iar N si L punctele de
intersectie a dreptelor ce trec prin punctul M si care sunt perpendiculare pe dreptele OA
si respectiv OB. Dreptele NM, si LM, sunt proiectiile dreptelor MN si respectiv ML pe
planul OA4B. Conform teoremei celor trei perpendiculare, NM, L OA si LM, LOB.

Cum AONM IgAOLM , rezultd ca [ON]=[OL] si [MN]=[ML].
IC
Deoarece AMNM, = AMLM,, rezultd cd [NM,]=[LM,].

cC . . .
AONM, = AOLM, = ZNOM, = ZLOM,, adica semidreapta [OM, este bisectoare
a unghiului 40B, c.c.t.d.

b) Din triunghiurile dreptunghice OMN, ONM,, MNM, obtinem:
ON =OM cosat, NM =OM sinat; NM, = ON tgf3 = OM cosa tgf3;

cosy — NM, OM cosotgf
Y="NM T OMsna

¢) Din triunghiurile dreptunghice ONM, si MOM, avem:

=ctga tgf. Astfel, y =arccos(ctgo tgf3).

_ ON _ OM cosa _OM, cosa _ cosa
OM, = cosB - cosp cosd = oM - cosp’ de unde 6 —arccos(cosﬁ ]
Raspuns: b) y =arccos(ctgartgf); ¢) 6 = arccos(gg:% J

% 3. Se stie ¢a punctul M, care nu se contine in planul unui
poligon, este egal departat de varfurile acestuia. Sa se demon-
streze cd acest poligon este inscriptibil.

Rezolvare:

Fie punctul M nu apartine planului poligonului 0
AA,A,.. A, i [MA]=[MA,]=[MA,]=...=[MA,] 4,
(fig. 9.23). Punctul O este proiectia punctului M pe o 1 A,
planul poligonului. Atunci triunghiurile OM4,, )

Fig.9.23

OMA,, OMA4,, ..., OMA, sunt dreptunghice si con-
gruente (criteriul IC), de unde deducem ca [O4,]=[0A4,]=...=[OA,]. Prin urmare, punctul
O din planul poligonului este egal departat de varfurile lui, adica poligonul este inscriptibil
si punctul O este centrul cercului circumscris.

II Observatie. Punctele dreptei OM sunt egal departate de varfurile poligonului 4,...4, .

% 4. In una dintre fetele unghiului diedru Z(c8) de masurd ¢ este dusa dreapta AD,
care formeaza cu muchia b a unghiului diedru un unghi de masura & (fig. 9.24). Sa se
determine masura ¥ a unghiului format de dreapta 4D cu cealalta fata a unghiului diedru.
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Rezolvare:

Fie ZABC unghiul liniar al unghiului diedru Z(o3).
Conform conditiei, m(£L4ABC)=¢, m(LADB)=46.
Deoarece AC L f3, rezultd ca LADC este cel vizat in
problema. Din triunghiurile dreptunghice ABD, ACB si
ACD avem: AB= ADsin§,

AC = ABsin@ = ADsindsinp, AC = ADsinYy.
De aici obtinem ADsiny = ADsind sin@.
Prin urmare, siny =sind sin¢. Deci, y = arcsin(sind - sin@).

Fig.9.24

% 5. Fiepunctul 4¢ « si din acest punct sunt construite
oblica 4B si perpendiculara 40 pe planul ¢, unde B
este piciorul oblicei, iar O — piciorul perpendicularei.
Prin piciorul oblicei este construitd in planul ¢ dreap-
ta BC, care formeaza cu proiectia oblicei un unghi de
masurd 6. Fie ¢ si ¥ marimile unghiurilor formate de
oblica AB cu proiectia ei OB si respectiv cu dreapta BC
(fig. 9.25). Sa se arate ca cosy =cosQ coso.

Rezolvare: Fig.9.25

Construim in planul & dreapta OD L BC. Conform teoremei celor trei perpendiculare,
AD 1 BC. Fie AB = x. Atunci din triunghiurile dreptunghice AOB, BDO si ADB obtinem:
BO=xcosp, BD=BOcosd =xcos@cosd, BD=xcosy.

De aici rezulta: cosy =cos@coso.

Probleme propuse |

Profilurile umanist, arte, sport

A 1. Triunghiurile echilaterale ABC si ABD au o laturd comuni AB si planele suport ale acestor
triunghiuri formeaza un unghi diedru drept. Sa se determine lungimea segmentului CD,
daca4B=2cm.

B 2. Laturile triunghiului echilateral ABC sunt de 3 cm. Latura 4B a triunghiului este situatd in
planul . Unghiul diedru format de planul ABC si planul o are mésura de 30°. Sa se afle:
a) lungimea proiectiei medianei triunghiului ABC corespunzatoare varfului C pe planul o;
b) distanta de la punctul C la planul c.

C 3. m Lucrati in perechi! Prin baza mica a unui trapez este construit un plan. Distanta de la
punctul de intersectie a diagonalelor trapezului la plan este de 6 cm, iar raportul lungimilor
bazelor este 3 :2. Sa se afle distanta de la baza mare la planul construit.

4. Prin una dintre laturile unui paralelogram este construit un plan. Distanta de la latura opusa
pana la plan este de 10 cm. Sa se determine distanta de la punctul de intersectie a diagonalelor
paralelogramului pana la plan.

5. Activitate practica. Determinarea relatiilor de perpendicularitate in curtea scolii.

Lucratiin grup! Proiect Aplicarea elementelor de perpendicularitate in constructiile
edificiilor din localitate.



Perpendicularitatea in spatiu

A

&

1.

Profilul real
Triunghiul 4,B,C, este proiectia ortogonala a A4BC pe planul o. Sa se afle cosinusul

unghiului diedru format de planul ABC cu planul &, daca 44, = BB, =3 cm, CC, =8 cm,
AB, =13 cm, A,C,=C,B =12 cm.

. Punctul £ este egal departat de laturile rombului ABCD si nu apartine planului suport al

rombului. Sa se demonstreze ca:

a) proiectia punctului £ pe planul rombului coincide cu punctul de intersectie a diagonalelor
rombului;

b) cele patru unghiuri diedre formate de planele EAB, EBC, ECD, EDA cu planul o sunt
congruente.

. Fie ABCD un patrulater convex si punctul E, astfel incat cele patru unghiuri diedre formate

de planele EAB, EBC, ECD, EDA cu planul patrulaterului sunt congruente. Sa se demonstreze
ca patrulaterul ABCD este circumscriptibil si ca proiectia punctului £ pe planul patrulaterului
ABCD este egal departata de laturile lui.

. Triunghiul isoscel ABC (AB = AC) si triunghiul echilateral ADE se afla in plane diferite si

au o mediana comuna, 4F. Sa se demonstreze ca dreapta AF este perpendiculara pe planul
determinat de punctele F, B, D.

. Prin una dintre catetele triunghiului dreptunghic isoscel s-a construit un plan care formeaza cu

cealalta catetd un unghi de 45°. Sa se afle masura unghiului format de ipotenuza si acest plan.

. Intrapezul ABCD, m(£BAD) = 60°. Prin baza mare AB este dus un plan care formeazi cu latu-

ra ADun unghi de 45°. Sa se afle raportul dintre aria trapezului si aria proiectiei lui pe acest plan.

7. Activitate practica. Determinarea relatiilor de perpendicularitate in curtea scolii.

4.

Lucrati in grup! Proiect Aplicarea elementelor de perpendicularitate in spatiu in
constructiile edificiilor din localitate.

Probleme recapitulative |

Profilurile umanist, arte, sport

. Dreptele 4B, AC si AD sunt perpendiculare. Sa se afle lungimea segmentului CD, stiind ca:

a) AB=6cm, BC =14cm, AD =3 cm; b) BD=18cm, BC =32 cm, AD=10 cm;
¢) AB=m, BC=n, AD= p; d) BD =s, BC=n, AD= p.

. Distanta de la punctul M la varfurile unui triunghi echilateral este b. Sa se afle distanta de

la punctul M la planul triunghiului, daca latura triunghiului are lungimea a, iar b > %.

. m Lucrati in perechi! Din varful B al trapezului isoscel ABCD (AD || BC) pe planul

acestuia este construitd perpendiculara BE cu lungimea de 4 cm. Sa se determine distantele

d, si d, delapunctul £ la dreptele CD si respectiv AD, stiind ca inaltimea trapezului este de
4cm, BC=4cm si AD=12 cm.
Din varful 4 al hexagonului regulat ABCDEF pe planul acestuia este construita perpen-

diculara AM, astfel incat AM = AB. Sa se afle masura unghiurilor formate de planele:
a) MDCsi AEF;  b) DCM si DEM.
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5.

C e.

A 1

B, s.

C 8.

Punctul D este egal departat de laturile triunghiului 4BC. Stiind ca AB=AC=6 cm,
BC =4 cm si cd distanta de la punctul D la planul triunghiului este de V2 em, si se afle
distantele de la punctul D la laturile triunghiului.

Un cablu trebuie intins de la un stalp cu indltimea de 8 m pe acoperisul unei cladiri cu inalti-

mea de 20 m. Distanta dintre stalp si cladire este de 9 m. Sa se determine lungimea cablului.

Profilul real

Se stie cd punctul M, care nu apartine planului unui poligon, este egal departat de laturile
poligonului. Sa se demonstreze ca acest poligon este circumscris unui cerc.

. Punctul M este egal departat de laturile poligonului ABCDE. Sa se arate ca unghiurile

diedre formate de planele AMB, BMC, CMD, DME, EMA cu planul ABC au aceeasi masura.

Lucrati in perechi! Dreapta a intersecteaza planul ¢, iar P este un punct situat in
acest plan. Exista in planul oo o dreapta ce trece prin P si care este perpendiculara pe
dreapta a?

. Prin varful unghiului ascutit al unui triunghi dreptunghic este construit un plan o paralel

cu o cateta a acestui triunghi. Catetele sunt de 30 cm §i 40 cm, iar proiectia catetei mai mari
pe planul o este de 24/31 cm. Si s afle lungimea proiectiei ipotenuzei pe planul « .
Punctul M este egal departat de varfurile unui hexagon regulat cu latura de lungime a. Sa se
determine distanta de la punctul M la planul hexagonului, daca distanta de la punctul M la
un varf al hexagonului este b.

. Punctul C nu apartine planului unghiului drept AOB si este egal departat de laturile unghiului.

Sa se afle distanta de la punctul C la planul unghiului, stiind ca CO=q, iar distanta de la
punctul C la o laturd a unghiului este . D

. (BAC, 2011) Completati astfel incat

propozitia obtinuta sa fie adevarata:
- Iriunghiul ABC este dreptunghic
(m(£LACB)=90°), BDL1(ABC), AB = DB.

m(£DAB)+m(£DCA) =] ]”. A B
C
Doua catarge ale unui iaht sunt unite cu funii, astfel incat a
X

fiecare varf al unui catarg este unit cu baza celuilalt catarg. La
ce distanta de la puntea iahtului se afla punctul de intersectie
a funiilor, dacd inaltimile catargelor sunt a si b?

. Cosul de receptie a grauntelor la o moara are patru pereti in forma

de trapeze isoscele cu bazele de 0,4 m si 1,2 m. Distanta dintre
planul orificiului de sus si planul bazei cosului este de 2 m.
Pentru a mari rigiditatea peretilor cosului, au fost sudate
bare de fier de-a lungul diagonalelor fiecarei fete si piloni
verticali din punctul de intersectie a acestor bare pana
la planul bazei cosului.

Sa se determine 1naltimea pilonilor.




Perpendicularitatea in spatiu

| Testsumativ__|

Timp efectiv de Iyere.
45 de minute
Profilurile umanist, arte, sport

1. Determinati distanta de la mijlocul segmentului 4B la un plan ce nu intersecteaza acest @
segment, dacad distantele de la punctele 4 si B la plan sunt de 2,4 cm si respectiv
4.6cm.

2. Lungimea laturii unui triunghi echilateral este de 6 cm. Un punct, care nu este continut ®
de planul triunghiului, se afla la distanta de 3 cm de fiecare latura a triunghiului. Aflati
distanta de la acest punct la planul triunghiului dat.

3. Punctul M este situat la distante egale de la varfurile unui dreptunghi cu dimensiunile ®
de 4 cm si 10 cm. Determinati distanta de la punctul M la dreptele suport ale laturilor
dreptunghiului, daca distanta de la punctul M la planul dreptunghiului este de 5 cm.

4. Latura triunghiului echilateral ABC este de 12 cm. Dreptele MA, MB, MC formeaza cu @
planul triunghiului ABC unghiuri congruente de 30°. Aflati distanta de la punctul M la
planul triunghiului 4BC.

Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte | 23-22 | 21-20 | 19-17 | 16-14 | 1311 | 10-8 | 7-6 5-4 3-2 1-0

Timp efectiy de lucry:
45 de minyte
Profilul real

1. Un segment intersecteaza un plan. Extremitatile segmentului sunt situate la distantele a ®
si b de la plan. Aflati distanta de la mijlocul segmentului la acest plan.

2. Prin mediana unui triunghi este construit un plan. Demonstrati ca varfurile triunghiului, ®
ce nu apartin planului construit, sunt egal departate de acest plan.

3. Lungimile laturilor unui triunghi isoscel ABC sunt de 5 cm, 5 cm §i 2 cm. Distanta de la ®
punctul M la planul ABC este de 8 cm, iar proiectia lui pe planul 4BC coincide cu
mijlocul celei mai mari indltimi a triunghiului. Determinati distanta de la punctul M la
laturile triunghiului.

4. Aflati masura unghiului format de muchia laterala si planul bazei unei piramide patrula- @
tere, daca se stie ca toate muchiile ei sunt congruente.
5. Unghiul diedru Z(e) este drept. Punctul A€ o, dreapta ®

d c . Sd se construiasca punctul M, proiectia ortogonala
a punctului 4 pe dreapta d, indicand constructiile ajutatoare
in planele o si S.

Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte | 24-23 | 22-21 | 20-18 | 17-15 | 14-12 | 11-8 7-6 5-4 3-2 1-0
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Transformaéri
geomeitrice

Objective

0

recunoasterea in situatii variate si utilizarea in diferite contexte a notiunilor: simetrie axialda,
simetrie centrald, simetrie fata de un plan, “translatie, *asemanare, “rotatie in spatiu;
utilizarea terminologiei aferente transformarilor geometrice 1n diverse contexte;

construirea imaginilor unor figuri obtinute in urma transformarilor geometrice studiate;
utilizarea transformarilor geometrice in rezolvari de probleme;

gggd

aplicarea transformarilor geometrice pentru a identifica si explica procese, fenomene din
diverse domenii.

In clasele anterioare s-au studiat simetria axiald, simetria centrala, translatia, asema-
narea in plan. De asemenea, a fost definitd congruenta triunghiurilor. Congruenta figurilor
mai complicate se defineste cu ajutorul transformarilor geometrice, care au o aplicatie
larga. De exemplu, pentru a elabora un program ce permite vizualizarea pe ecranul calcu-
latorului a unei figuri spatiale in migcare sunt necesare transformarile geometrice.

| Notiunea de transformare geometrica.

Transformari izometrice

Fie X si Y multimi nevide de puncte din spatiu. Amintim ca daca fiecarui punct x al
multimii X i se asociaza un singur punct y al multimii ¥, atunci este definitd o aplicatie a
multimii X In multimea Y. Se noteazd: f: X -7V sau X LY. Punctul y=f(x) se
numeste imaginea punctului x€ X, iar x este o preimagine a punctului y€ Y. Se mai
spune ca punctul x se aplica pe punctul y la aplicatia f.

Exemple

1. Fie o un plan si d o dreaptd ce intersecteaza
acest plan. Prin orice punct M al spatiului trece o a/ M
singura dreapta paralela cu dreapta d. Fie M’ punctul / /

M/

de intersectie a acestei drepte cu planul o (fig. 10.1).

Aplicatia spatiului in planul ¢, care ii asociaza
fiecirui punct M al spatiului un punct M’ a, astfel
incAt MM'||d, se numeste proiectare paraleld a
spatiului pe planul ¢ in directia dreptei d. Fig.10.1

2. Fie O un punct din spatiu. Aplicatia spatiului in el insusi, care 1i asociaza fiecarui
punct M diferit de O un punct M’, astfel incat punctul O este mijlocul segmentului MM,
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Modulul 10

iar punctului O — Insusi punctul O, se numeste M

simetrie centrald de centru O a spatiului (fig. 10.2). P'\/
Se noteaza: S,,. N N’
Punctul O se numeste in acest caz centru de /*/0\' P

simetrie. e
Evident, dacd la simetria centrald, punctul M’ Fig. 10.2
este imaginea punctului M, atunci punctul M este
imaginea punctului M”; se spune cd M si M’ sunt simetrice fata de centrul de simetrie.
Observam ca la proiectarea paraleld a spatiului pe un plan orice punct din plan poseda
mai multe preimagini, iar la simetria centrald orice punct poseda o singura preimagine.

Definitie. Orice aplicatie a spatiului pe el nsusi la care fiecare punct poseda o
singurd preimagine se numeste transformare geometrica a spatiului.

in continuare, pentru a ne exprima mai laconic, vom folosi cuvantul ,,transformare” in
loc de ,.transformare geometrica”.

Fie F o figurd din spatiu si g o transformare a spatiului. Figura F’'=g(F), ce constd
din imaginile tuturor punctelor figurii F la transformarea g, se numeste imagine a figu-
rii ' la transformarea g.

Deoarece transformarile sunt un caz particular al aplicatiilor, ele poseda toate proprieta-
tile generale ale aplicatiilor. Astfel, compunerea transformarilor este o transformare; are
loc legea asociativd a compunerii transformarilor, se poate defini restrictia transformarii
la o figura etc.

Daca prin transformarea g figura F' se aplica pe ea insasi, adica g(F)=F, atunci
restrictia transformarii g la figura /' se numeste transformare de simetrie a figurii F.
Pentru concizie, vom spune ca g este transformare de simetrie a figurii F.

Definitie. Transformarea g a spatiului se numeste transformare de izometrie
(sau izometrie) a spatiului daca pentru orice doud puncte M si N ale spatiului si
imaginile lor M’=g(M), N’=g(N) are loc egalitatea MN =M N’

Altfel spus, izometria este aplicatia spatiului in el Insusi care pastreaza distantele.
[zometriile se mai numesc si deplasdri sau miscari ale spatiului.

Evident, transformarea identica a spatiului, adica transformarea care aplica fiecare
punct al spatiului pe el Insusi, este o izometrie.

Doua figuri se numesc congruente daca existd o izometrie care aplica una dintre
aceste figuri pe cealalta.

Teorema 1. Orice izometrie aplica trei puncte coliniare pe trei puncte coliniare. De
asemenea, izometria aplica un punct situat Intre alte doud puncte pe un punct situat
intre imaginile acestor doud puncte.

Demonstratie
Fie A4, B, C puncte coliniare distincte. Atunci unul si numai unul dintre ele este situat
intre celelalte doud. Fie B situat intre 4 si C. Astfel, are loc egalitatea 4B+ BC = AC.
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Transformari geometrice

Fie A’, B’,C’ imaginile respective ale punctelor 4, B, C la o izometrie. Din definitia
izometriei rezultd egalitatile AB= A'B’, AC=A'C’, BC = B’C’, iar din ele rezult ega-
litatea A'B’+B'C’= A'C’. Adica B’ este situat intre 4" si C’, iar aceasta inseamnd ci
punctele A’, B’,C’ sunt coliniare. P

Definitie. Punctul 4 se numeste punct invariant al izometriei g daca g(4) = 4;
dreapta d se numeste dreapta invarianta a lui g daca g(d)=d; planul a se
numeste plan invariant al lui g dacd g(a)=c.

Daca toate punctele unei drepte sunt puncte invariante ale izometriei g, atunci aceasta
dreaptd se numeste invariantid punct cu punct la aceasta izometrie.

Problema rezolvata

% Sa se arate ca dacd o izometrie nu are puncte invariante, atunci dreptele invariante ale
acestei izometrii (in cazul in care existd) sunt paralele.

Rezolvare:

Presupunem contrariul, fie a si b drepte invariante neparalele la izometria data g.
Deci, aceste drepte se intersecteaza sau sunt necoplanare. Daca dreptele a si b se
intersecteaza in punctul M, atunci punctul M’ = g(M) apartine acestor drepte (invariante),
adici g(M)= M. Aceasta contrazice ipoteza problemei. In cazul in care dreptele a si b
sunt necoplanare, exista perpendiculara lor comund AB, A€ a, B€ b. Deoarece AB este
cea mai mica distanta dintre dreptele a si b, rezulta ca punctele 4 si B sunt puncte
invariante la izometria g §i iardsi obtinem o contradictie.

Probleme propuse |

Profilul real
A 1. Si se dea exemple de transformari geometrice in spatiu din diverse domenii.

2. Sa se decida daca proiectarea paralela a spatiului pe un plan este o izometrie.

B, 3. Fie unghiul 40B si f o aplicatie a spatiului in el insusi, astfel incat au loc urmatoarele doud
conditii:
a) imaginea oricarui punct M al spatiului, ce nu apartine unghiului AOB, este insusi acest
punct M;
b)imaginea oricarui punct ce apartine unghiului 4OB este simetricul lui fatd de bisectoarea
acestui unghi.
Este aceasta aplicatie o transformare geometrica a spatiului? Dar o izometrie?

4. Inurma unei transformari geometrice a spatiului, o figura se aplica pe ea insasi. Este oare o
astfel de transformare o izometrie a spatiului? Sa se dea exemple.

5. Sa se demonstreze ca orice izometrie aplica:
a) un segment pe un segment congruent cu el;
b) un triunghi pe un triunghi congruent cu el.

6. Sa se demonstreze ca orice izometrie aplica un unghi pe un unghi congruent cu el.

7. Sa se demonstreze ca aplicatia inversd izometriei este de asemenea o izometrie.
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8. mmcraﬁ in perechi! Fie AA'B’C’ imaginea triunghiului ABC
la izometria g. Sa se construiasca imaginea:

a) medianei BK; b) bisectoarei BL; A
¢) indltimii BM; d) centrului de greutate G;
e) centrului cercului inscris /; f) ortocentrului H; C B’

g) centrului O al cercului circumscris triunghiului ABC B
la aceasta izometrie.

9. a) Sa se arate ca dacd 4 si B sunt puncte invariante distincte ale izometriei f, atunci orice
punct al dreptei 4B este invariant.
b) Poate oare izometria spatiului sa posede exact doua puncte invariante distincte?
10. % Investigati! a) Sa se arate ca daca 4, B, C sunt puncte necoliniare invariante ale
izometriei f, atunci orice punct al planului ABC este invariant.
b) Sa se decida daca izometria spatiului poseda exact trei puncte invariante.

C, 11. Izometria f are un punct invariant.
a) Are oare un punct invariant izometria f~'? b) Dar izometria f o f?

12. Izometria /" poseda urmatoarea proprietate: pentru un punct 4, f(A4)= B, iar f(B)=A.
Sa se decida daca izometria f o f* are puncte invariante.

m| Simetria centrala

in § 1 am definit simetria spatiului fati de un punct si am numit-o simetrie centrala.

. Teorema 2. Simetria centrala a spatiului este o izometrie.

Demonstratie a N M

Presupunem ca simetria centrala S, aplica punctele arbi- %
trare M si N ale spatiului pe punctele M si respectiv N’

Daca punctele M, N si O sunt necoliniare (fig. 10.3 a)), /- N
afirmatia teoremei rezulta din congruenta triunghiurilor MON
si M'ON’ (criteriul LUL), deci MN =M N b)

Daca punctele M, N si O sunt coliniare §i, de exemplu, W

M este situat intre O si N (fig. 10.3 b)), atunci
MN=0ON-0OM =ON'-OM" = M'N’.

Analog se obtine egalitatea MN = M'N’ si in celelalte cazuri de amplasare a punctelor

Fig. 10.3

M, N si O pe aceeasi dreaptd. Asadar, simetria centrald pastreaza distantele dintre puncte,
prin urmare, este o izometrie. P

. Definitie. Figurile F'si F’ se numesc simetrice fatd de punctul O daca S, (F)=F".

in particular, daca figura F este simetrica cu ea insisi fatd de punctul O, atunci F se
numeste figurd central simetricd, iar O se numeste centru de simetrie al figurii F. De
exemplu, cercul, patratul, sfera sunt figuri central simetrice.
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Problema rezolvata

% Punctul 4 este situat in interiorul unghiului BOC (fig. 10.4). Sa se construiasca segmentul
cu extremitatile pe laturile acestui unghi, astfel incat mijlocul Iui sa fie punctul 4.

Rezolvare: o/ C o
Prin punctul O"= S ,(0) ducem dreptele O'C” si O'B’ 4 i~
paralele cu OC si respectiv OB. Segmentul DE, unde B
De O'C'NOB si E€c O'B'NOC, este segmentul care 0 C /E
trebuie construit. Fig. 10.4
Probleme propuse |
Profilul real

A, 1. Sa se dea exemple de figuri geometrice central simetrice.

2. Sa se stabileasca daca sunt simetrice orice doud puncte ale spatiului fatd de un al treilea
punct al spatiului.

3. m Lucrati in perechi! Cate centre de simetrie are figura formata din doua drepte pa-
ralele? Ce figura reprezinta multimea acestor centre?

4. Sa se decida daca sunt simetrice fatd de un punct doua segmente necongruente.

5. Pot oare sa fie simetrice fatd de un punct doua segmente concurente? Dar neconcurente?

B, 6. Punctele 4, B, C, D sunt situate in spatiu, astfel incat 4 si C sunt simetrice fata de B, iar B
si D sunt simetrice fatd de C. Ce se mai poate spune despre amplasarea acestor puncte?

7. Sa se construiasca simetricul unui triunghi fata de:
a) un varf al triunghiului; b) mijlocul unei laturi a triunghiului.

8. Sa se decida daca exista puncte, drepte si plane invariante la o simetrie centrala.

9. Ce aplicatie reprezintd compunerea S, o S,?

10. m Lucrati in perechi! Poate fi un triunghi figura central simetrica?

11. Sa se demonstreze ca aplicatia inversa unei simetrii centrale este aceeasi simetrie centrala.

12. Sa se demonstreze ca simetria centrald aplica:
a) orice plan pe un plan paralel cu el;
b) orice doua plane paralele pe doud plane paralele;
¢) doua plane ce se intersecteaza dupa o dreapta pe doua plane ce se intersecteaza dupa
imaginea dreptei respective;
d) doua plane perpendiculare pe doud plane perpendiculare.

13. Sa se arate ca, la o simetrie centrald, orice dreapta i imaginea ei sunt coplanare.

C, 14. m Lucrati in perechi! Fie punctul 4 si figura F, A¢ F. Se considera multimea tuturor
punctelor spatiului simetrice punctului 4 fata de toate punctele figurii F. Sa se determine
aceasta multime, daca figura F este:

a) un segment; b) o dreapta; ¢) un plan.
15. Sa se arate ca daca figura F =[AB]U[CD] este central simetrica, atunci si figura
[AC]U[BD] este central simetrica fatd de acelasi centru.
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BN simetria axiala

Fie dreapta d si punctul A¢ d. Punctul 4" se numeste simetricul punctului A fata de
dreapta d dacd AA'Ld, AA'Nd={M} si AM = A'M. Punctele dreptei d se numesc
simetrice cu ele insesi fatd de aceastd dreapta.

Definitie. Transformarea spatiului care aplica fiecare punct al spatiului pe simetricul
sau fatd de dreapta datd d se numeste simetrie a spatiului fata de dreapta d sau
simetrie axiala de axa d.

Se noteaza: S,, S,(4)=4", S,(B)=B" (fig. 10.5).

Fig. 10.5

. Teorema 3. Simetria axiala a spatiului este o izometrie.

Demonstratie
Presupunem cd simetria axiala de axa d 4 Y d B
aplica punctele arbitrare 4 si B pe punctele A’ . H =T

si respectiv B”. Sd demonstrdm cid 4B = AB'.
Daca dreptele AB si d sunt coplanare, atunci
este evident cd 4B = A’'B’ Presupunem ci
dreptele AB si d sunt necoplanare (fig. 10.6) si P o y
BB’(\d ={N}. Ducem prin punctul N dreapta
paraleld cu 44" si construim pe ea segmen-
tele simetrice 4 N si NA/, astfel incat 4 4 = AA". Patrulaterul 44 A4/A" este dreptunghi
si, prin urmare, A4, = A’A]. Cum axa d este perpendiculara pe dreptele BB’ si 4,4, ea
este perpendiculara si pe planul determinat de aceste drepte. De aici si din faptul ca
AA, || d || A’A] rezulta ca A4, LA B si A’A] L A/B". Din congruenta triunghiurilor 4 NB
si A/NB’ rezulta ca BA, = B’4]. Avand catetele congruente, rezulta ca triunghiurile drept-
unghice A4,B si A’A/B’ sunt congruente si deci AB= A'B. P

Fig. 10.6

Daca la simetria axiala S,, figura F’ este imaginea figurii date F, adica F' =S, (F),
atunci aceste figuri se numesc simetrice fati de dreapta d.

Dreapta d este o axa de simetrie a figurii F, daca simetria axiala de axa d aplica
aceasta figura pe ea Insasi: S, (F)=F. De exemplu, dreptele ce contin diagonalele si
mediatoarele laturilor patratului sunt axe de simetrie ale acestuia; orice dreapta ce trece
prin centrul cercului si apartine planului cercului sau este perpendiculara pe el este o axa
de simetrie a cercului.
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Problema rezolvata
% Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC cu m(£A4) < 90°
sunt date punctele fixe P si respectiv O (fig. 10.7). Sa se
determine pe latura BC punctul X, astfel Incat perimetrul
APQX sa fie minim.

Rezolvare:

Fie B, =S,.(P), atunci PX = PX, VX e (BC).

Perimetrul APQOX este minim dacd suma BX + XQO este
minimd; deci X = X, unde {X,} = BCRO.

Probleme propuse |

Profilul real

A, 1. Si se dea exemple de figuri geometrice care:
a) au cel putin o axa de simetrie;  b) nu au axa de simetrie.

B, 2. Sise determine axele de simetrie ale cubului.

3. Sa se construiascd imaginea unui cub la simetria axiala fata de:
a) dreapta suport a unei muchii a cubului;
b) dreapta suport a diagonalei unei fete.
4. Fie punctele distincte 4 si B. Sa se indice axele tuturor simetriilor axiale care aplica 4 pe B.
Ce figura este reuniunea tuturor acestor axe?
5. m Lucrati in perechi! Sa se indice toate axele de simetrie ale:
a) unui segment; b) unei semidrepte; ¢) unei drepte;
d) unui plan; e) unui paralelogram.
6. Sa se determine care poate fi pozitia reciproca la simetria axiala:
a) a unei drepte si a imaginii ei; b) a unui plan si a imaginii lui.
7. m Lucrati in perechi! Sa se determine:
a) dreptele invariante ale simetriei S,;
b) dreptele invariante punct cu punct ale simetriei S,,.

C, 8. Si se determine pozitia reciprocd a axei de simetrie d si a imaginii ¢ a planului dat « la
simetria S, daca:

a) a>d, b) dla; ¢) d este oblica fata de o
9. Sase construiasca imaginea figurii reprezentate la simetria
fatd de dreapta 4B, daca punctele 4, B, C, D sunt D
necoplanare, ABC si ABD sunt triunghiuri isoscele cu
baza comuna A4B. A C

10. % Investigati! Sa se de exemple de simetrii axiale in
biologie, in fizica, in natura, in tehnica, in arte, In con- B
structii si in alte domenii.




Modulul 10

m| Simetria fata de un plan y
I

Fie planul o si punctele 4, A” ce nu apartin acestui ID _
plan. Punctele 4 si A" se numesc simetrice fati de I IC 37
planul o daca acest plan este planul mediator al seg- o D
mentului 44, adicd planul « este perpendicular pe l g
segmentul 44" si il imparte in jumatate. Orice punct B al Fig 10.8

planului & se considera simetric cu el insusi (fig. 10.8).

Definitie. Transformarea spatiului care aplica orice punct al spatiului pe simetricul
lui fatd de un plan dat o se numeste simetrie a spatiului fatd de planul o.

Se noteaza: S,,.

Planul o se numeste plan de simetrie.

Daca pentru figura F are loc relatia /' =S, (F), planul o se numeste plan de simetrie
al figurii F, iar figura F' se numeste figurd simetrica fata de planul o.

De exemplu, cilindrul circular drept este simetric fata de orice plan ce contine axa lui.

Problema rezolvata
% Planele o si B sunt perpendiculare (fig. 10.9).
Patrulaterele ABCD si AECF sunt romburi. Sa se
demonstreze ca EBFD este romb.

Rezolvare:

Observam cd la simetria S, S, ([FB])=[BE],
S, ([FD)=[DE].

Prin urmare, [FB]=[BE], [FD]=[DE].

in mod analog, la simetria Sgs E
Sy ([FB])=[FD], adica [FB]=[FD].
Astfel, patrulaterul EBFD are toate laturile

congruente, adica este romb. Fig. 10.9
Probleme propuse |
Profilul real

A 1. Sid se dea exemple de figuri geometrice care au plane de simetrie.

2. Sa se determine dreptele care se aplica pe ele Insesi la simetria fata de un plan.

B, 3. Sase indice planele de simetrie (daca ele existd) ale:

a) unui segment; b) unei drepte;
¢) unui plan; d) reuniunii a doua drepte concurente;
e) reuniunii a doua drepte paralele; f) reuniunii a doud plane paralele.

4. m Lucrati in perechi! Se stie ca segmentele AB si A’B’ sunt simetrice fatd de un plan.
Sunt oare coplanare sau necoplanare dreptele lor suport?

5. Fie ABCDA,B,C,D, un cub. Si se reprezinte simetricul punctului 4 fata de planul:
a) CC\D;; b) BDD,; c) CDA4;; d) BDC,; e) BCB,.
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6. Doua plane reciproc perpendiculare se intersecteaza dupa dreapta d. Punctele 4 si B sunt
simetricele punctului C fata de aceste plane. Sa se afle distanta de la punctul C pana la
dreapta d, daca 4B =10m.

7. Sé se demonstreze ca simetria spatiului fata de un plan o:
a) este o izometrie;
b) coincide cu inversa sa, adicad S, =S.";
¢) aplica orice dreapta pe o dreaptd si orice plan pe un
plan.

AT
b0

C, 8. Planul o este simetricul planului 3 fatd de planul . Care
poate fi pozitia reciproca a planelor o si 3?

9. Punctele 4 si B sunt situate de aceeasi parte a planului ¢. Sa se gaseascd in planul o un
punct M, astfel incat suma AM + MB sa fie minima.

10. m Lucrati in perechi! Punctele 4 si B sunt situate de parti diferite ale planului «, la
distante diferite de planul «. Sa se afle in planul @ un punct M, astfel incat valoarea
absoluta a diferentei AM — MB sa fie maxima.

11. % Investigati! Prin dreapta d sunt duse toate planele posibile. Se considerd un punct
A ce nu apartine dreptei d si multimea tuturor simetricelor punctului A4 fata de aceste
plane. Ce reprezinta aceastd multime?

12. Sa se demonstreze: compunerea a trei simetrii in raport cu trei plane reciproc perpen-
diculare este o simetrie centrald.

13. ﬁ Investigati! Sa se dea exemple de aplicatii ale simetriei fata de un plan in diverse
omenii.

B Transiatia

Doua semidrepte cu aceeasi dreaptd suport se numesc semidrepte la fel orientate
(sau coorientate), daca intersectia lor este o semidreaptd, respectiv semidrepte opus
orientate, daca intersectia lor nu este o semidreapta.

Semidreptele [AC si [BC din figura 10.10 sunt la fel P B C
orientate, iar semidreptele [BA4 si [AC — opus orientate. Fig. 10.10

Se noteazd: [AC TT[BC, [BATLl[AC.

Daca dreptele suport a doud semidrepte sunt drepte paralele distincte, atunci ele apartin
unui plan. Dreapta ce trece prin originile acestor semidrepte imparte planul in doua
semiplane. Daca aceste semidrepte sunt situate in acelasi semiplan, atunci ele se numesc
semidrepte la fel orientate (fig. 10.11 a)), iar daca sunt situate in semiplane diferite —
semidrepte opus orientate (fig. 10.11 b)).

A/ B B /4
C/ D C’/ D
[4B TT [CD [4B T [CD

2) Fig. 10.11 ®)
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Evident, doud semidrepte la fel orientate cu a treia sunt de asemenea la fel orientate.

Definitie. Se numeste translatie a spatiului de- A A
terminata de perechea ordonata de puncte dis- M M
tincte (4, A") transformarea spatiului care aplica AN
fiecare punct M al spatiului pe punctul A’ astfel g—g,
incat [MM’ TT[44" si MM’ = 44" (fig. 10.12). Fig. 10.12

Pentru translatia determinatd de perechea (4, A") se foloseste notatia ¢,,. Deci,
M=t M), C'=t,,(C) etc.

Evident, daca ¢,,(M)= M, atunci ¢,,,.(A) = A" si, in acest caz, ¢,, =t,,,. Aceasta
inseamna ca translatia poate fi determinatd de orice pereche de puncte, unul dintre care
este imaginea celuilalt la aceasta translatie.

Transformarea identica a spatiului este considerata drept o translatie determinata de
orice pereche de puncte ce coincid: ¢, (M) =t,,(M)=M, VM si VA, B.

Daca M'=t,,(M) si Mg AA’, atunci patrulaterul 44’M'M este paralelogram.

Problema rezolvata
% Douad sate, 4 si B, sunt despartite de un riu ale carui maluri au forma a doud drepte

paralele. Unde trebuie sa fie construit podul peste rau, astfel incat lungimea drumului

dintre aceste sate sa fie minima (podul se construieste perpendicular pe maluri)?
B

a

B

Rezolvare:
Fie vectorul a perpendicular pe malurile raului si
modulul lui este egal cu distanta dintre maluri (fig. 10.13). N

1

Daca B, =t,(B), atunci punctul M, din care se va con- _
strui podul, este situat pe malul pe care se afla satul 4 si “ M

pe segmentul A4B,. Pentru orice alt punct M, #M, M
AM +M B, > AM + MB, = AB, = AM + NB. 4

1

Fig. 10.13

Probleme propuse |

Profilul real

A, 1. Si se construiascd imaginea paralelogramului ABCD la translatia ¢ ,,,, dacd punctul M
coincide cu:
a) varful B; b) varful C; c) varful D; d) intersectia diagonalelor.
2. Sa se construiasca imaginea cubului ABCDA,B,C\D, la translatia ¢,,,, daca punctul M
coincide cu:
a)varful B; b)varful B;; c)varful C;; d)mijlocul muchiei4B; e)centrul O al cubului.
3. Trei drepte paralele distincte intersecteaza doud plane paralele distincte in varfurile
triunghiurilor ABC si respectiv 4,B,C, . Sa se arate cd aceste triunghiuri sunt congruente.
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4. Punctele 4, B, C, D sunt necoplanare, astfel incat tri- D
unghiurile ABD si ABC sunt isoscele cu aceeasi baza AB. Sa
se construiasca imaginea figurii ABCD la translatia 7 .. A C
B, s. % Investigati! S se decida dacd existd puncte, drepte si
plane invariante la o translatie diferitd de cea identica. B

6. Sa se determine translatia inversa pentru 7 .

7. Sa se demonstreze ca:
a) translatia este o izometrie a spatiului;
b) translatia aplica orice dreapta pe o dreapta paralela cu ea, orice semidreapta pe o semi-
dreapta coorientata, orice plan pe un plan paralel cu el;
¢) compunerea a doua translatii este o translatie.

8. m Lucrati in perechi! Exista oare o translatie care aplica unul dintre cele doua plane date
pe celalalt, daca aceste plane: a) se intersecteaza; b) sunt paralele?

9. Sa se arate ca daca laturile unui unghi sunt coorientate cu laturile unui alt unghi, atunci
aceste unghiuri sunt congruente.

C, 10. Sa se arate c¢d S,S,=¢

=t unde A4,=5,(4).

11. Sase demonstreze: compunerea a doua simetrii fatd de doua plane paralele este o translatie
in directie perpendiculara pe aceste plane de la primul plan spre al doilea la distanta egala
cu dublul distantei dintre aceste plane.

12. Sa se demonstreze ca orice translatie este compozitia a doud simetrii fatd de plane. Cum se
construiesc astfel de plane?

13. Sa se demonstreze: compozitia a doud simetrii axiale cu axele paralele este o translatie.
Cum se determind aceasta translatie?

14. % Investigati! Sa se aduca exemple de aplicatii ale translatiei in diverse domenii.

Bl Transformarea de aseménare. Omotetia

Definitie. Fie & un numdr real pozitiv. Se numeste
transformare de aseminare de coeficient & (sau
asemanare de coeficient k) a spatiului aplicatia spatiului
in el Insusi care pentru orice doud puncte A, B si imaginile
lor respective 4’, B” satisface conditia A'B’ =kAB.

Observam ca orice izometrie este o asemanare de coeficient k =1.
Din egalitatea A'B’=kAB rezultd ci daci A+# B, atunci A # B’, adica aseminarea
spatiului este o aplicatie bijectiva a spatiului.

Teorema. 1) Compunerea a doud asemanari de coeficienti k, si k, este o asema-
nare de coeficient kk,.
2) Transformarea inversd asemandrii de coeficient k este o asemanare de coefi-

. 1
t—.
cien A
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Demonstratie

1) Admitem ca punctele arbitrare 4, B se aplicd, prin asemanarea de coeficient k,,
pe punctele A" si respectiv B’, iar acestea, la randul lor, prin asemanarea de coefici-
ent k,, se aplicd pe A”, respectiv B”. Atunci A'B’=k,AB si A”B” =k,A'B’. De aici
obtinem A”B” =k, -k,AB, adica transformarea care aplica punctele 4, B respectiv pe
A", B” este o asemanare de coeficient k k,.

2) La asemadnarea de coeficient k, pentru punctele arbitrare 4 si B ale spatiului si
pentru imaginile respective 4" si B’ are loc egalitatea A’B’ = kAB. De aici obtinem ca

AB = EA,B,’ adica transformarea care aplica punctele A", B" pe punctele 4 si respec-

tiv B este o asemanare de coeficient % [

Doua figuri se numesc asemenea daca exista o transformare de asemanare a spatiului
care aplica una dintre aceste figuri pe cealaltd. Congruenta figurilor este un caz particular
al asemanarii (k =1).

Definitie. Fie O un punct al spatiului si £ un numar
real nenul. Se numeste omotetie de centru O si
de coeficient k aplicatia spatiului in el Insusi care
satisface conditiile:

1. Punctul O se aplica pe el insusi.
2.Daca M #0 si M’ este imaginea lui M, atunci M
punctele O, M'si M’ sunt coliniare. Punctul O este
exterior segmentului MM’ pentru k >0 si interior
acestui segment pentru k£ <0.

. L k<0 4
3. Pentru orice punct M al spatiului si imaginea sa

M’ are loc egalitatea OM’ =|k|OM (fig. 10.14). Fig. 10.14

Doua figuri se numesc figuri omotetice daca existd o omotetie a spatiului care aplica
una dintre aceste figuri pe cealalta.
Omotetia este un caz particular al aseméanarii.

Problema rezolvata

% Fie cubul ABCDA,B,C,D, (fig. 10.15). Sa se construiasca D
o sectiune a cubului cu un plan care este un hexagon regulat.

Rezolvare: A :, P BN B.
Planul determinat de punctele 4,, D si B taie trei fete ale / [I';S/
cubului dupa diagonalele 4,D, DB sirespectiv B4,. Triun- / /: P
ghiul 4, DB este echilateral. Consideram omotetia de cen- ! ,’ D/
At C
tru A4 si coeficient k = % La aceasta omotetie, imaginea pla- 4 | K 5 7 1
nului 4 DB este planul 4,D,B,, care taie cubul dupd hexa- l
gonul regulat MNPQORS. Punctele M, N, P, O, R, S sunt res- Y

.o .. 4, .
pectiv mijloacele muchiilor DC, CB, BB,, A,B,, A,D,, D,D. Fig. 10.15
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Probleme propuse |

Profilul real
Al L. % Investigati! Sa se dea exemple de asemanare din diverse domenii.
2. Sa se decida daca o sfera este asemenea cu un cub.
3. Sunt oare asemenea un cub si fotografia sa?
4. % Investigati! Céte puncte invariante are o omotetie de coeficient k #1? Dar drepte

invariante?

B, 5. Lungimea muchiei unui cub este de trei ori C
mai mare decat lungimea muchiei altui cub. a) b) C
Pentru vopsirea fetelor cubului mai mic s-a
folosit o cutie de vopsea. Cate cutii de vopsea
sunt necesare pentru a vopsi cubul mai mare?

6. La omotetia de centru O, punctul 4" este ima- A |L.--—"[
ginea punctului 4. Sa se gaseasca imaginile A (0] A
punctelor B si C (cercetati cazurile a) si b) din (04=304")
figura alaturata).

7. Lucrati in perechi! Trei drepte care trec printr-un punct O intersecteaza planele paralele
o si B inpunctele 4, B, Csirespectiv 4,, B,, C,. Sa se demonstreze ca triunghiurile ABC
si 4,B,C, sunt omotetice.

C, 8. Sise demonstreze ci, in urma transformarii de asemainare, intersectia i reuniunea a doua
figuri se aplica respectiv pe intersectia i reuniunea imaginilor lor.
9. % Investigati! Consideram o transformare de asemanare. Ce figura reprezinta imaginea:
a) cercului; b) discului; ¢) paralelogramului;
d) patratului; e) cubului; f) sferei?

| Rotatia in jurul unei drepte (rotatia axiala) %"“w '

Definitie. Se numeste rotatie de axa / si unghi de masura ¢
(sau rotatie in jurul dreptei / cu un unghi ¢ ) aplicatia spatiului in
el insusi la care fiecare punct al dreptei / se aplica pe el insusi, iar fiecare punct 4 ce
nu apartine dreptei / se aplica pe punctul A’, astfel incat 4 si A" apartin unui plan
o perpendicular pe [, 4,4=A,A" si m(LAA,A) =@, unde {4,} =a Nl

Se noteaza: R/ l 5
Se considera ca directia rotatiei (in planul o) de m'
la punctul 4 la punctul A" este aceeasi pentru toate [~ ,-B- -
punctele 4 daca privim intr-un sens al dreptei / c=c J‘A’
(fig. 10.16), AT L
Dreapta / se numeste axd de rotatie, iar un- o ! 4 J:
ghiul @ — unghi de rotatie. =~

Fig. 10.16
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Daca R/(F)=F, atunci dreapta / este o axa de rotatie a figurii . Se poate arata ca
rotatia axiald este o izometrie.

Definitie. O figura se numeste figura de rotatie daca exista o dreapta, astfel
incat orice rotatie in jurul acestei drepte aplica figura pe ea Insasi. O astfel de
dreapta se numeste axa a figurii.

De exemplu, cercul, discul, sfera, cilindrul, conul sunt figuri de rotatie.

Problema rezolvata

% Sa se determine cate axe de rotatie are cubul. g
D C
Rezolvare: ZSR 1 M y
Fie cubul K = ABCDA,B,C,D, (fig. 10.17). Al ] L
Daca M este centrul fetei ABCD si N — centrul / : . 0
fetei 4,B,C,D,, atunci R (K)=R} (K)= O5p] 7 v AN
=RV (K)=R." (K)=K. Deci, MN este axa de / L:’_/_i___ e,
rotatie a cubului. Cubul mai are doud axe de rotatie ez D Ny

de acest tip.

Dreapta AC, este axa de rotatie a cubului,
unghiurile de rotatie fiind de 120°, 240° si 360°.
Astfel de axe mai sunt DB,, CA,, DD,.

Cubul mai are sase axe de rotatie cu unghiurile de 180° si 360°. Acestea sunt dreptele
determinate de mijloacele muchiilor opuse ale cubului.

Asadar, cubul are 13 axe de rotatie.

Probleme propuse |

Fig. 10.17

Profilul real
Al m Lucrati in perechi! Cate axe de rotatie poate avea:
a) o sferd; b) o sfera fara un punct;
¢) o sfera fara doua puncte; d) o sfera fara trei puncte.

B, 2. Si se demonstreze ci rotatia in jurul unei axe este o izometrie.
3. Sa se arate ca simetria axiald este o rotatie in jurul unei axe.

4. Sa se arate ca orice dreaptd a perpendiculard pe axa de rotatie se aplica la aceasta rotatie pe
dreapta a” situatd cu dreapta a in acelasi plan si ca unghiul format de a si a” este egal cu
unghiul de rotatie.

C, 5. Sasearate ca daca o izometrie are cel putin doud puncte invariante distincte 4 si B, dar nu are
puncte invariante ce nu apartin dreptei 4B, atunci aceasta izometrie este o rotatie de axa AB.
6. % Investigati! Fie A si B doud puncte distincte. Sa se indice o rotatie axiala care aplica
punctul 4 pe punctul B. “Ce figura formeaza axele tuturor rotatiilor de acest fel?
7. Fie dreapta / si punctele distincte 4 si B, astfel incat dreptele / si AB sunt necoplanare. Sa
se determine pe dreapta / un punct M, astfel incat AM + MB sa fie minima.
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A 1.

C, 4.

Probleme recapitulative |

Profilul real

Fie doua drepte d,, d, si doud puncte 4, C. Sa se determine punctele B,D (Be d,, De d,),
astfel incat patrulaterul ABCD sa fie paralelogram. Discutii.

. Se dau dreapta d, cercul € sipunctele 4, C. S se determine punctele Bsi D (Be d, De €),

astfel incat patrulaterul ABCD sa fie paralelogram. Discutii.

. Lucrare practica. Fabricarea ambalajului

Ambalajul comercial de forma tetraedrica pentru unele produse lactate este fabricat prin
deformarea (transformarea) suprafetei laterale a unui cilindru din carton. Realizati practic
urmatoarele transformari:

Se turteste partea inferioara a cilindrului si se incleie dupa diametrul 4B. Astfel se obtine
muchia A’B’ a tetraedrului. In acelasi mod se turteste partea superioari si se incleie dupa
diametrul CD, perpendicular pe diametrul 4B. Astfel se obtine muchia C’D” a tetraedrului
si insusi tetraedrul 4’B'C'D’.

Fie AB=CD =2R, inaltimea cilindrului este /.

C C’

\

D \ D’
h \
\
——. -8B
r<\<\‘ii>:: N B’
Seap -~ A

A

a) Si se exprime iniltimea 4 a cilindrului in functie de R, astfel incat tetraedrul 4’B'C’'D’" sa
fie tetraedru regulat. (Atentie! 4'B"=C’D’=nR)

b) Considerand tetraedrul 4’B'C’D’ regulat, si se determine raza R a bazei cilindrului si
muchia tetraedrului, astfel incat capacitatea lui sa fie de 1 litru. Sa se exprime raspunsul in
centimetri cu aproximatie la zecimi.

In unele biserici romanesti, clopotnita /
este construitd pe un fundament de forma ¢
unui patrat §i se termind printr-un aco-

peris de forma unei piramide regulate
octogonale (a se vedea figura alaturata).
Stiind ca latura patratului este /: 4
a) sa se calculeze lungimea laturii x a i
octogonului regulat; . . | = i
b) sa se ofere o constructie geometrica a ; *

laturii octogonului. L1 !

Se——==—===/=3
I
|
1
gmmmmm A
4

. Pe latura AB a triunghiului ascutitunghic ABC este dat un punct fix P, iar pe laturile AC si

BC — punctele mobile X si respectiv Y. Sd se determine punctele X, si Y, astfel incat
perimetrul triunghiului PX Y, sa fie minim.
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Modulul 10

6. Pe 0 masa de biliard sunt doua bile: una alba 4
si alta neagra N. Sa se determine punctele de
impact cu bordurile, astfel incat dupa impact
bila alba sa loveasca bila neagra.

7. Sa se afle varful C al triunghiului 4BC, daca se
dau varfurile lui 4, B si dreapta suport d a
bisectoarei unghiului C.

8. Fie doud drepte concurente d, si d, siun vector a, care este paralel cu planul determinat

de aceste drepte. Sd se afle un punct M, € d, si un punct M, ed,, astfel incat MM, =a.

9. Fie dreptele concurente d,, d, si doud puncte distincte 4, B ce nu apartin acestor drepte.
Sé se construiascd paralelogramul ABB, 4,, astfel incat 4, € d,, B e d,.

10. Fie piramida EABCD baza careia este paralelogramul ABCD.
a) Notand prin B” si C’ mijloacele muchiilor EB si EC, si se arate
ci dreptele B'C’ si BC sunt paralele.
b) Fie ' un punct de pe muchia 4B, F # A. Sa se arate ca
dreapta B'C’ intersecteaza planul EDF intr-un punct G. Sa
se construiasca punctul G.
¢) In planul EBC notam prin B” simetricul punctului B’
fatd de punctul C’. Sa se arate ca dreptele AB” si DB” A 3
sunt paralele.

11. m Lucrati in grup! Proiect Aplicatii ale transformarilor geometrice in arte.

Test sumativ | Timp efectiv de fuerp:
45 de minyte

Profilul real
Indicati planele de simetrie ale figurii formate din reuniunea a doud plane secante.
Indicati axele de simetrie ale figurii formate din reuniunea a doud drepte paralele.

Aratati ca reuniunea a doud drepte necoplanare este o figura care are trei axe de simetrie.

BN o=
® ©® 0 O

Aratati ca planul determinat de sectiunea diagonala a cubului este un plan de simetrie al
acestuia.

@

5. Determinati care dintre urmatoarele figuri sunt asemenea:

a) doud cuburi; b) doud tetraedre regulate; c) doua sfere;
d) doi cilindri; e) doua paralelipipede.

6. Inplanul inzestrat cu sistemul cartezian rectangular de coordonate xOy sunt reprezentate ®
punctele 4(2, 1), B(—1, 4), C(—3, —1), D(0, —4). Determinati coordonatele simetricelor
acestor puncte fatd de:

a) originea O; b) punctul 4;
¢) axele de coordonate; d) dreapta AB.

Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte |25-24|23-22 | 21-19 | 18-15 | 14-12 | 11-8 | 7-6 5-4 3-2 1-0
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Transformari geometrice

Transformari geometrice ale spatiului |

| Izometrii | Alte transformari
/ geometrice

Z
Simetria | | Translatia | | Simetria | | Rotatia in jurul | | Simetria fata |Om0tetia| |Asem€1narea|

centrald axiala unei drepte de un plan
Simetria centrala: S, Simetria axiala: S,
N M B A
0 ! M/ d
M N B A'/
1. §,(0)=0; 1. VMed, S,(M)=M,
2. VM #0, S,(M)=M’,astfel incét 2. VAe d, S,(A4)= A, astfel incat
O este mijlocul segmentului MM’ AA'Ld, sidacd AA'Nd ={M}, atunci M
este mijlocul lui [MM].
Simetria fatd de un plan: S, Translatia determinata de perechea ordonata
o (4, A) de puncte distincte: ¢,
D 1
| 1 A A
B= B’ /1 /1
k M- // : .// ’:
o ' ! M\\ I \{1 |
;t 1 Nl N,
D T C C
A
1. VBea, S, (B)=B5; VM ¢ (AA)), t,,(M)=M’, astfel incat
2. YA¢ o, S,(A)= A, astfel Incat AA'M’M este paralelogram.
AA’ L sipunctul {M}= 44N t,(C)=C
este mijlocul segmentului 44",
Asemanarea de coeficient &, k>0 Rotatia in jurul dreptei / cu un unghi ¢: R’
Pentru orice puncte 4, B ale spatiului §i imaginile
lor 4’, B” are loc egalitatea A'B’=k - AB.
C ’
>,
B
A o
A'B’=24B,
A C'=24C, c’
B'C’=2BC. RY (=4, R}(B)=F

Omotetia cu centrul O si coeficientul &
k>0 M k<0 M




Raspunsuri si indicatii

Modulul 1
§ 1. Profilurile umanist, arte, sport. A: 2. De exemplu, (x,),.,, X, :%.
3. a %, %, ,%, %1; b) crescator. B: 5. De exemplu, a) (x,),.,, x, =(-1D)*""n;

b) (x,),.» X, =n+2. 6.a) Crescétor, marginit; b) crescator, marginit; c) descrescator, marginit.
C:7.2) (a,),., a,=2n-1;b) (a,),., a =3in. 8. a) Da; b) da; ¢) nu.

. . 1559 9 11 (11Y (11 (11Y) (11Y. _
Profilul real. A;: 3. 3691215 4.2) 10’ (10) s (10) s (10) 11013 b) crescitor, marginit
inferior. 6.a) supX =+oo, infX :E; b) infX =—co, susz—E. Bi: 7.2) x, =1-2n, neN’;
b) strict crescator, marginit superior. 8. a) x, =5n—15, ne N, crescator, marginit inferior; b)

x,=4-2"", neN’, crescator, marginit inferior. C;: 10. a) x, =;(1—1n} nelN’; b) strict

crescétor; ¢) 1<x, < %, neN'". 11.a) infA =—oo, supA =-+o; b) infB =—co, supB =1/7.

§2. Profilurile umanist, arte, sport. A: 1.a)7,9, 11, 13;b)-3,2,7,12;¢) 1,3; 1,6; 1,9; 2,2;
a2 L4 1 g a)a=23b)a=597. 3.a) —10, -5, -2, —>: b) L V3333

7’53535 2 4 2202 2
B: 5.23 dm. 6.1900de locuri. 7.1600m. C: 8.4 154,28 delei. 9.5760 de lei. 10. 1024 de bacterii.
Profilul real. A,: 1.484. 2.a) a, =n—Tl3’ S =—?; b) a,= 5n3+516’ S, =g5. 3.a)p, =9-2"";

n—1
by b, =10{ L] .4.5,=70. By 7.a) b, =288, =3 byp =L, g=—L 8 mndicasie. Nume-

" 5 125 4 2 2 +\/7
rele x, y, z rezulti din sistemul xz=y)>, x+z=2(y+a), x(z+b)=(y+a)’. 9. w
10. a) b, =0,3; b) b, :—%. Cy: 11. S={55}. 12. Mai mica decat 2. 13. De exemplu,

- . 180=2,27 81,243
180=12+24+48+96; 180—2+ 5 + 3 + >

§ 3. Profilul real. A;: 1.De exemplu (x,),,,, X

n

=2—1n este convergent, iar (x,),.,, X, =(=1)"" este
divergent. By: 5.2)0;b) 0; ¢) 0; d) %; e)0;9)0;2)0;h)2. Cy: 6.a) e™; b)—1;¢) %; d) e,

Exercitii si probleme recapitulative

.. . 1 7 513 1 3 31
Profilurile umanist, arte, sport. A: 1. a) 3 1, 53 7; b) > %, 1, %, BE
_e 15 _20 29 -34 _n_. o a1y _1
c) —6, 2 T30 4 5 2.a) X, = b) x, =2n; ¢) x, =3-(-1)""; d) xn—3n.
3. De exemplu, a) 22, 24, 26,28,30;b) 1, -1, 1, -1, ...; ¢) x, =#, n=>1. 4. Nu este monoton.

B: 5.a) a,=—4n+2; b) a,=2n-1; ¢) a,=5n-15; d) a,=7n—4. 6. a)-24550; b) 4850.
n—1
7.a)b,=2-6"";b) b, =—10-(é) ;¢) b =3-2"". 8.a) x, =2-3"", ¢g=3;b) x, =2n+2, r=2;

n—1
¢) xn=4() . q ! d) x,=5n-6, r=5. 9.a) n=10, S,=140; b) a, =4, n=8 sau

3 BEX



Raspunsuri si indicatii

a=-2,n=11. C: 10.a) ¢g=2, S,=2555; b) b =3, S,=765. 11. 5 ore. 12. 313,6 m.
13. —1++/6.
Profilul real. B;: 4. a) 0; b) 0; ¢) 0; d) %; e) 0; f) +. C;: 5.24 de unitati de lungime.

6.243 1. 7.1224. 8. S, =n[x>+(3—n)ax+a’]. 9.a) +oo; b) +oo; ) —oo; d) —%; €) %; 0 %;
g) e h)esi)O.

Test sumativ

Profilurile umanist, arte, sport. 1. a) %, 1, %; b) 0, % 0. 2. Strict descrescator.

3.4, =2, r=3sauaq =14, r=-3. 4. b =1, g=-3. 5.Laetajul 6.

Profilul real. 2. a, S ) b, =¥, q:% sau b, =—¥, qz—é. 4.9 inele.

34 4
Modulul 2
§1. Profilul real. A,: 1. Indicatie. Aratati cd 2—r,2+r)E#J, Vr>0. 2. Indicatie.

Stabiliti cd 3e>0 ai (x,—&, x, +&)E\{x}=3. 5.a)2 b) %; 5 —%. B.: 6.a) -2, 2

;1 1 + 2 xn_ n
222 2n+1" 7" n+l
lim £(x)) si lim f(x”) pentrusirurile (x),.,, X, = x,, $i (x),5,, X = Xx,, care se determina din

b) 2, 4; ¢) 41 7.a) x, =4+ %; b) X =-1 9. Indicatie. Studiati

conditia ca functia sinus sau functia cosinus sa ia, de exemplu, una dintre valorile 0, 1 sau —1, si
aplicati observatia 3. 10. a) [ (2)=5, [,(2)=6; b) [ (=) =[,(-1)=1 [ (1)=—co, [,(1)=4oo.
11.a) /(0)=1, BI(1); b) I(0)=-2, [(2)=—4. C: 12.a) [ (kn)=-1, [,(kr)=1=14 lil’P f(x);
b) l(k)y=k-1, 1, (k)=k=12 linklf(x). 13.2) x,e R\Z; b) x, ¢%+kﬂ:, ke, c) x,#kr, ke Z
14.2) a=1, linllf(x):4; a=-2, linllf(x)zl; b) a=2, linzlf(x):O; a=-3, 1i1121f(x):5. 15. a=1.
§ 2. Profilul real. A;:1.a)—1; b) +oo; C) +oo; d) —oo; €) +o0; f) o, 2.a)4; b) —oo; €) +o0; d) —oo;
¢)55; 1)-3. 3.a) %; b) e(e—1)7; ¢) %e. 4.7) —oo; b) —oo; ¢) —o. 5.2)1;b)2. By: 6. a) —%;
b) 0; C) +oo. 7.a) —0; b) +o0; ) +oo. 8.a) +oo; b)2; C) —%. 9.2) (=1)"; b) 3-(=D)"".

Cit 1la) fF)=0, f(1+0)=f(-1-0)=+e, f(1-0)=f(-1+0)==c<; b) f(1+0)=/f(-1-0)=0,
f(A-0)=f(-14+0)=+e; ¢c) f(-1-0)=1, f(-14+0)=0. 12. Indicatie. A se vedea indicatia la
exercitiul 7din §1.a) A;b)F;c) A, 13. m=—-1, m=2. 14. me[-1,3]. 15.a) 1;b) —; ¢) 0;
d) —eo; @) +oeo; f) —eor g) —oo; h) —oo.

3 3

- . M2y Sy Ly 3 40,5, 3. .

§ 3. Profilul real. A;: 1.a)3;b)-3;¢) e d) X e)-2; 1) 2 2. a) 3 b) i c) ’ d) 2;
PNUE DR oL . N T S A A 2 2.
e)3; f) 2,g)z,h)3, 1)2. B;:: 3.a)2,b)3,c)e,d)e,e)e,f)e .4.a)2,b)2,c) 3

5005022 sl Lo gl o362 o b toor o) —oor
d)—g,e) 2sf) 4 C1.5.a)2,b) 390) 1sd) 396) 6:f) 12 6°a)+ 9b)+ 50) B

d) +eo. 7.2y m=-1, n=4;b) n=2+m, m=-2.
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Raspunsuri si indicatii

2
2.2) == b) 350 L )350) ~15 D 4 )L 3D 1L By ) -1 b) 1) Sin2 d)0;
) e f)e’s @) V6 h) e’ )—— 4.2) ¥e; b) & e; o) Ve; d) Ve ) Ve; D) 2 g) 200,
h) ”(”2_1). Ci: 5. a=1, b=—1. 6. +e, dacd a+2b>0; —o, dacd a+2b<0; —%, daca
a+2b=0. 7. a=2, b=5, f(-1+0)=tco. 8. a=-3, b=—1.

5
§ 4. Profilul real. A;: 1.2) %; b) (3); 0) %; d)-3;¢) 1; H)0; g) 2—log, 3; h) %; ) %

Exercitii si probleme recapitulative
Profilul real. Ay: 1.2) 3; b) —l; o) l; d)—=3: ¢)—14; f) —oo; @) 2i8; hy—1; i) é 2.2) —%,

b) =25 )~ d)—£ 9% 3.a) 2010 5 d) 210 log, 5 N 5. Bii 4a)2b)

€)3; d)4e)e’; Ne’; g e 2; h) E' 5.a) —<0; b) 0; ¢) %; d) +oo; €) +oo; 1) 0.
Ci: 6.2) ae{—%,l}; b) ae {£1,£4}; ¢) a=5;d) a=0. 7.a) a=1, b=-2; b) a=-2, b=3;

c)a=2, b=4. 8.a) x=—1, x=3; b)600m;c)400m;d)5,7°¢)200m. 9.a) 5200 m; b) 621 km 480 m;
c)10m.

Test sumativ
Proflul real. 1. a) —-1; b) l. 2.2) [ (0)=1,(00=2; b) lirrolf(x)=2. 3.2) [, =2, I,=-3;
b)l— c)l—l ;d) S= {58}4C

Modulul 3

§1. Profilul real. A;: 2. a), b), c) Continud ca functic elementara. 3. a), b) Continua;
¢) discontinud in x, =0; d) discontinud in x, =0. 4. a) Continua in punctele x, =-1, x, =1;
b) continud pe R\{0}, x, =0 — punct de discontinuitate de speta a doua. B;: 5. a) Indicatie.

x+x

. X=X
2sin % cos <2

2

astfel incat |sinx —sinx, |<€e, VxeR, |x—x,|<3d; b),c)sid)similarcua).

Vx, € R=|sinx—sinx, | =

LI x—x,|=>Ve=20 36>0 (5<e),

xX—
sin——
2

cosx, daca x<0
6.a) f(x)=141, daca x=0 b) f este continuape R. 7. a=0, a =2, a=+2.

| x—1], daca x>0;
8.2) x,=L; f(1+0)~ f(1-0)=—¢ b) x, =1, x,=0; f(-14+0)~f(-1-0)=2, f(+0)~ f(-0)=1.
Ci: 9.a),b) Continua pe [a, b]; ¢) continud pe intervalele [a, x,) si (x,, b]. 10.a) Continud pe
f(0)- f(5)=1-2=2. 11. a) Continud, b) discontinud In punctele x, =—1, x, =1.
12.a) a+be=2, a,beR; b) a=-1. 13.a) a=3; b) S={e}.

§2. Profilul real. A;: 2. Indicatie. lim f,(x)= f,(x,), Vx,€ I. 4.a) Indicatie. Fie a0 =—1,
B=0. Atunci f(-1)=-1, f(0)=1 si functia f nu ia pe (-1, 0) valori din intervalul (0, 1);
b) avem f(0,5)=-0,5 si f(1)=0, iar functia f nuia pe (0,5;1) valori din intervalul (-0,5; 0);
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Raspunsuri si indicatii

c) functia f* ia numai valori intregi. S. Teorema despre anularea functiei nu poate fi aplicata.
Bi: 8.a) S=(e, 3); b) S=(~o0, —4); ) S=(_3+2\/§, 1]U(101°, +e0). 9.a) f(x)>0 pe

(=e2, 0)U(a, b)U(c, +o0) si f(x)<0 pe (0, a)U(b, ¢); b) f(x)>0 pe (I, +) si f(x)<0 pe
(=o0, —H)U(-4,1). 10. a) f(x)<0 pe (-0, In4) si f(x)>0 pe (In4,+e); b) f(x)>0 pe
(0,¢%) si f(x)<0 pe (¢’,+e); ¢) f(x)<0 pe (==, log,5) si f(x)>0 pe (log,5, +e);
d) f(x)>0 pe (-, log,2) si f(x)<0 pe (—log,2,0). C;: 11.Indicatie. Fie (a, b) interval finit.

B _ f(x), daca a<x<b
f:la, b]— R, f(x)=<:a, daca x=a este o functie continua pe [a, b], deci §i marginita:
B, daca x=5,

m< (f(x)) <M, Vxela,bl=m< f(x) <M, Vxe(a,b). Dacd (a, b)=(a, +o) (a#—o), atunci
Ve>0 JA>a, astfel incat f—e< f(x)<P+e, Vx=A. Pe intervalul (a, A) functia f este
marginita: m< f(x) <M ,Vxe (a, A)= min(ff—€, m) < f(x) <max(B +¢&, M), Vxe (a, +).
Similar pentru intervalele (—ee, b) §i (—oo, +00).

12. f: (a,b) >R, f(x)= )
1, daca xe (O, %]

14. De exemplu: a) f: (0, 1) = [0, 1], £(x) =4—4x+3, daci xe %%]
0, daca xe 3 1];
2 4’ b
I

2x, daca xe (0, —:|

N S
(x—a)(b—x)

b) f:(0,1) = (0, 1), f(x)=x;¢) f:(0,1)—>(0,1], f(x)= ?

—2x+2,daca xe (;, 1).

§3. Profilul real. A;: 1. a) Nu are asimptote; b) y = x; ¢) x =0, y = 3. 2. De exemplu,

iR\ {k} >R, f(x):x%[x], keZ. B 4. a=3, b=-5 c=2. 5 a=—6, b=4.

Ci:6.2) y=01a +oo §i —oo, x=%1; b) y=x la 400 §i y=—xla —oo; c) y=11a 400 §i —oo,
x=0. 7.a) x=0, y=0; b) x=22;¢c) y=01a +, x=0;d) y=x la +oo i —oo,

Exercitii §i probleme recapitulative

Profilul real. A,: 2.a) x=1 — punct de discontinuitate de speta inti; b) x=1 — punct de
discontinuitate de speta a doua; ¢) x=—1 — punct de discontinuitate de speta intdi; d) x=0 —
punct de discontinuitate de speta a doua. B;: 3. azé, b=1. 4. a), b), d) Marginite;
¢) nemarginita. 6. a=-1.

Cp2 9.2) S = (=00, -3)U(3, +o0); b) S=(1, 4); ¢) S = (0, elz)u (1, +00). 11. @ %.

Test sumativ

Profilul real. 1. F, teorema lui Weierstrass. 2. 1) a) b=1 si Va,c,deR; b) c+d=1 si
Va,beR;c) b=1, c+d=1si VaeR. 2)Cazula) c+d —1;cazulb) 1-b. 4.a) S =(-2, 2)\{0};
b) S=(0,DU(2, +). 5. y=0, x=—1.
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Raspunsuri si indicatii

Modulul 4

§1. Profilul real. Ay: 1.a) Ax=15, Af =3,75; ¢) Av=—0,5—+/3, Af =2,75; d) Ax=-4,7,

Af=17,39. 2.¢) f(x)=6x%; d) f'(x)=—x12. 3.a) f(-1)=f0)=f'(0,5)= f’(10)=0,5.

4. a) y=—x+4, unghi obtuz; y= 3x+ 3- 3 ), unghi ascutit; b) y=x+2, unghi ascutit;

V3L 9- f
3

Bi: 5.b) f nueste derivabila in punctele x, =-2 si x, =2. 7.a) f nu este derivabild in x, =0;

b) festederivabilain x, =0. C;: 8.a) me Z, m>1; by neN', n=2. 9. n=0, m=-=. Indicatie.

Pentru a determina parametrii m si n, puneti conditiile de continuitate si de derlvablhtate ale

y——f x+(3+f 3), unghi obtuz; ¢) y =0, unghi nul; y= , unghi ascutit.

functiei in punctul x, =e. 10. aeR,b=1c=1.

§2. Profilul real. A;: 1. a) f este derivabila in x, si x,; b) / este derivabild in x, si nu este
derivabila in x,; c¢) f este derivabila In x, si nu este derivabild in x, si x,. 3.a) y=3x-2;
b) y=-1;¢) y=4x+6. 4.2)0°%b) 60°. B;: 6.a) f nueste derivabild in x, =-3 si x, =3;
b) f nu este derivabild In x,=10. 7.a) 1) y=x+0,75 2) y=6x-3; 3) y=-8x—-24;

V2 (4-mn2 n)f N B mB3-6

b1 y=Foxr Dy e M y=rb T
sunt continue pe R; 2) f este derivabild pe multimea R\{0}; g este derivabild pe multimea
R\ {0}; & este derivabild pe multimea R\{-3, 3}. 9.(2,-1). 10.(2,4). 11. arctg3 12. (1, -1);

. 8.a) 1) Functiile f; g, 1

113 1
LB ) 3 y=10x-12, y=12-2x. Cy: 14.b=4,c=1. 15.b) y=Lx+E L.
(9’243) yem et s ¢ )y2x42
§3. Profilul real. Ay 1.a) f'(x)=8x", D, =R; b) f'(x)==Tx", D, =R; ¢) f'(x)= \/L

43/ x°

D, =R; d) f(x)=3"In3, D, =R; ¢) f"(x)= ( )m D, =R; ) f'(¥)=—=, D, =R’;
- 1 1 . 1 10 . oL

O (=3 Dy =R W) S 9= D =R 2.0) 7 ) s 0 1200) g
¢) 32In2; f)O. 3.a) y= %x+% b) y=xIn2+1%; ¢) y= x1og8f+1ogge d) y=5x+4.

4.a) f(0)=1, f’(g)=0; b) £/(0)=0, f’()=—1. Bi: 5.a) f(x)=15Vx, D, =R,;
b) f(x)=34x", D, =R 6. a) f'(x)= \/L -R; b) fd'(x):#,x>0;

X

, 1 ) )
fl=— = x<0: D, =R ©) [()= 700

f/(x=2"I2, x<0; D, =R. 7. a) fd’(g):—l, f{g):l; b) f/(0)=2, f/(0)=-2

D, =R’; d) f/(x)=2"In2, x>0

3x +1n9—1.
27In27  In3 °

d) y=2,5xIn2,5+2,5(1-1In2,5). Ci: 9. m=L,n=0. 10. a) m=n; b) m=n=1.
11. ae[-2,0]U[V2, 2].

§4. Profilul real. A;: 1. a) 1) f'(x)=30x"; 2) f”(x)=150x4' 3) f"'(x)=600x3;
b) 1) f'(x)=me’; 2) f"(x)=me"; 3) [ (x)=me"; ) 1) [~ ="45:2 f(x)=

¢) £10)=3, f/(0)=-2. 8.a) y=-42x—63; b) y=%x+3\/§6_”; ¢) y=

219
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3) f7(x)= cd) 1) f(x)=3x>—10x; 2) f”(x)=6x-10; 3) /" (x)=6.

31 9’
.a) D, =R,, f(x )—2‘/\;;1 D,.=R};b) D, =R, f'(x)zﬁ-i—Sx“, D, =R’
¢) f(x)=¢*(1+x), D, =D, =R; d) D, =R’, f'(x )_h:/fwf D, =R:;
o e logix  3x C-2x-1 .
) D, =R., [(9=—"5 0, D =R 0) (9= A b =D, =R\
R e 2x Inx—1 e'(x—4)
g) D, =R, f(x)= = 2)2>D4 Ith)f()— , D,=D,=R.\{l}; 1) f"(x)= =3
D, =D,=R\{3};j) f (X)Zﬁ, D, =(—0; 0JU[0,5; +e0), D, =(=o0; 0)U(0,5; +oo);
k) D, =R, f/(x)=- 142 D, =R’. 3.a) ‘F - b) 10g505+1 ) v =2+ 6147,

b) 15m/s; ¢) 7s. 5.a) t,=1s,t,=2s; b) vi()=12t+4, a,(t)=12; v,(t)=3t"+6t+6,
a,(t)=6t+6; c) v(1)=16m/s, v,(2)=26 m/s, a,(1)=a,(2)=12m/s*; v,(1)=15m/s,

v,(2)=30 m/s, a,(1)=12m/s’, a,(2)=18 m/s*; d) v,(t) =v,(¢) in momentele ¢, = 3_2\/3 s si
t =3+2\/§ s, a(t)=a,(t) in momentul r=1s. B;: 6. a) f'(x)=25x"- —sinx;
x

b) f'(x)=005x+#— V3 +7e" 4+

| NS 10, 'y 1 3.
xIn0,3 5.5\/7’c)f(x)_x+2\/§+x3’d)f(x) 3.6\/@ X0’
e) f'(x):—\/gsinx—7cosx—f N f(x)= 5( sin x xcosx]; g) f'(x)=8x*(lnx+1);

A o
N ~ o 0x-15 6v2log; tgx
h)  f(x)=3x"(log,x—02log,e); i) f(x)= =0 D f== =
, . —6x>-1 3x” —1)—2-cos(3x’ —1
K) f/(x)=3-6"In6-sin’ 4x+4-6" -sin8x; ) f/(x)=—— Lt iln 3 o =D,

7.a)y=\6x+ %—i b) y=0;c¢) y= V3-x+1-+/3. 8. aeR, b=2,c=1. 9. De exemplu,

a) f(x)=2x-sinx+2008; b) f(x)=—e"—100. 10. a) S={(- 1)"“£+ﬂ—n\neZ}

w7 Tk ( T km Tn kﬂ)

b) S={(-)" ¢+ ke Z). 11.2) S=(-e= 2~ VIHUQR+43, +); b) S= u L B

Indicatie. Rezolvati inecuatia sin(6x — 7r) <L 1 a) f7(x)=12x-10; b) f”(x)=-18sin3x;

2
¢) [M(x)=20e7; d) f7(x)=-—T—

” _ . v —_ X .
(3 ¥ )\/ﬁ ) f ()C) 2 > f) f (x) \/79
a5

9 S =——— D) [ =" [(ln\/;+x2_xl) +% 12:|. Indicatie. Aplicati de

(x+ ) 2x

dou ori formula (1nx)’—m f( L3 zzjl)z - 25+1
X
f) —. 16. 70m N. 17. a) 28 m/s; b) 10 m/s?; ¢) 24010 kg?/s2.

+3arctgx. 14. a) 24; b) %sin%;
C) —27\/5873)(; d) —(_72)4,
18.a) =10,2 s;b) =510,204 s; c) ~10,2 s;d) =100 m/s. Cq: 21. xe {0, %} 23. m=1Ln=-1.

(289



Raspunsuri si indicatii

§5. Profilul real. A;: 1. a) df (x)=(3x> +2)dx; b) df (x)= (ldix)z; ¢) df (x)=cos(x+1)dx;
- X
e) df (x)=-2sin2xdx. 2.a) df (x)=(log, x +log, e)dx=log, (ex)dx; b) df (x) = 2xe"* (1+2x)dx;

f+1

— _ X — = = _—

K df(x)—|:ctg(x+5) sin’(x+5) de ¢ df(x)_ dx 3-2) d  b) dx; ©) ln4dx'
© 4.2) df (x)=| ——+20x° +7 dx; b) df(x)=[-2-¢ I3 -—2
24x x =1
o) df(n)=| 280X 2x=1 4 54 24 L dx: b) nu exista; ¢) © dx d) 28¢*dx.
cos’x  53/(x” —x)*
lOctg—lnS

6.a) 20 =D 4.y 22x dv. 7.a) 4x*sin2x'dx; b) —————dux; ) X dx.

x—1 - x(1+1In° x)

2
(xsinz)
C,:8.2) (x™ (cosx) - Inx+x™" sinx)dx; b) (x™ - Ini/x?)dx;
¢) ((x=1"-3In(x=1)+3x(x—1)*")dx. 9. a) 1) Functia f nu este derivabild in x=1;
1 —(x+2)e"dx, daca xe (—oo, —1)
2) df(x)z—e““”%dx, x#1;b)2) df (x) =4 (x+2)e"dx, dacd xe (-1, 0)
| x=1] —xe~"dx, daca xe (0, +oo).

§6. Profilul real. A;: 1.2) x,; b) x,, x,; ¢) x,; d) x,; e), f) in niciunul dintre punctele indicate.
2.a)1) §= {%}, sunt verificate conditiile teoremei lui Fermat; b) 1) S = {%}, sunt verificate condi-

V3o _\3

tiile teoremei lui Fermat. 3.a)Da;b)nu. Bi: 6.b) ¢, = 3 c, = ES 7.a) ¢ =1; b) functia f nu
este derivabilain x, =2; ¢) ¢=0; d) c= % 8.a)a=7,b=-3,d=-1;b) c= —%. 9. Indicatie.
Aplicati corolarul teoremei lui Rolle. 10. Indicatie. Studiati functia f: R—R, f(x)=x-2"-2-x""+2.

3f

12.a) c=-0,5; b) c= ; ¢) teorema lui Lagrange nu poate fi aplicatd functiei f, deoarece ea nu

-1

este derivabila pe (0, 3); d) c=In< . 14. f'(x)=7. Indicatie. Aplicati corolarul 3 al teoremei

lui Lagrange. 16. f este derlvabllé in x,=1si f/(1)=2. 17.a)-2;b) oo} ¢) _§; d) 1;e)0;1)0;
2)1;h)0. 18.2) I;b) I;¢) €’. 19.2a)0;b)0; ¢) 0.
Exercitii si probleme recapitulative

Profilul real. Ai: 1.B. 2.D. 3.a) A;b) y=2x—-1;¢c) S=R"; ¢) 0(0,0). 4.a) S:{O, 1%};

b) S={e'}; ¢) §={0}. 5. S=[0,+). 6.a)4s;b)6s. Bz 7.a) (cosx)sin(sinx)dx;

xlilxdx. 8. a) S={%+kn|keZ}; b) S={—%+kn\kel};
c) §={0}. 9. a) 1) f(0)=7£/0)=0; 2) f/3)=0, f;3)=3; 3) f/(0)=2, f;(0)=0.

11. Indicatie. Aplicati corolarele teoremei lui Rolle. 12. Functia f este continua pe [, +<), darnu

b) (—sinx)cos(cosx)dx; c)

este derivabila in punctul x, =2. 14. ¢ = % 15. a) Functia f verifica conditiile teoremei lui Rolle

si ¢=2; b) functia f verifica conditiile teoremei lui Rolle §i ¢ = r
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124_;\/5' 16. % Cy: 18. S={0,1}. 19.a) m=—1; b) in momentul

t=0, v(0)=-1, a(0)=-3; in momentul 7 = %, v(j): —2e 4, a(j): 4e 4. 20. ae {l, %}
Test sumativ
Profilul real. 1. a) A; b) S:{(k+l)%|ke Z}; c) y=bx—(6r+1); d) ————

teoremei lui Rolle si ¢ =

O cosz(3x—”)
2.¢2 3.a)a=In2, b=0,d=1;b) c=0. 4.1,5s. 4

Modulul 5

§ 1. Profilul real. A: 1. a) f(-2)=f(2)=—4 - minime, f(0)=12 — maxim;
b) f(1)=4 —minim; ¢) f(-5)=0 —maxim, f(1)=-324 —minim; d) f(—ﬁ)=4\/§ —maxim,
f (\/E)=—4f —minim; ) f(1)=0 —minim, f(—1)=4 — maxim; f) f este strict crescatoare.
2.a) m=—7, M=9; b) m=——2—, M =120.

33
1 |

B,: 3.a) (—eo, 11/, [1, 3]\, [3, +°0) /;b) | O, \/E:|\” |:\/;, +<><>]/‘; c) (=0, 3\, (3, +o°) \;

d) (0, +09) \5 @) (—eo, 3]\, [-3, —3) /. (—V3,43) /A (3,317, [3, +e0) \; D) (—eo, —1] /,
[1, +00) /. 4. a) a€[l,+); b) a€e[-1,+c); ¢c) a=1. 5. ae[—oo, =3]UJl, +oo).
8.2) m=min[f(-1), f(0), f(2)]=f(2)=-13; M =max[f(-1), £(0), f(2)]=f(0)=3;

o m=minir), (5 ) /5 } A6 } s =r@=rm= 1[5 )1

M =max(f(0), f(’g} f(f,f), f(Sg ) fxy)= f(’g)= f(?} 5
¢) m=2-2In2, M=+, 9. a) f(5)=—% — maxim; b) f(2km)=1, f(2k7t+%)=l,

%, ke Z, —maximesi f(2kw+m)=—1, f(ZkTE+Z)=\/2§, ke Z, — minime,

0) f(—l)=%—17maxim, f(1)=1—% — minim; d) f@):—i; e) f(—2) = f(\2) =4e™ —maxime;

f @k +3m)=-

£(0)=0 —minim; f) £(1)=0 —minim; /() =4¢"> —maxim; g) f(—5)= 9" _maxim; f(1)=0 —

4] 8
minim; h) £(0) =0 —maxim; f(i)=—i _minim; i) f(=1)=¢" —maxim; f(2)=4e —minim.
C,: 10.a) f’(x)=§x’5—§(x—1)’5, x#0, x#1L b) (e, 0\, (0,1) £ (L, +0) \: ¢) din b)

rezulta ca f(3)>f(5):{/§—§/1>i/g—%:>3\/§+3\/E>3\/g+3\/2_ 12. m=—-n, M =m.

§ 2. Profilul real. A : 1. a) Strict concava pe (—eo, —3) si strict convexd pe (=3, +);
b) strict convexa pe (-0, —1)U(0,1) si strict concava pe (—1,0)U (1, +e0); c) strict concava pe
intervalele (2kn, (2k +1)x), k€ Z, si strict convexa pe intervalele ((2k + 1), (2k +2)n), ke Z,
d) strict concava pe (—e,0) si strict convexa pe (0, 4+o0); e) strict convexa pe (—oo, 0) si strict

3 3
concava pe (0, 4+o0); f) strict concava pe [O,e 2] si strict convexa pe (e 2, 4oo |1 g) strict

PO R Y /.4 2Ur+3E s lT

. 2 . U
convexa pe intervalele {e e 4 } ke Z, si strict concava pe intervalele (e e 4 ],
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ke Z. 2.Indicatie. Determinati mai intdi punctele in care f” =0 si punctele in care f” nu existd
sau este infinitd, apoi discutati semnul lui f” in vecinatatea punctelor gésite.

§ 3. Profilul real. B: 3. ¢) ./, :%.

§ 4. Profilul real. A: 1. a) v(0)=5s"(0)=12 m/s. b) Peste 2 secunde. Distanta este de 16 m.

2. Wt)=3at’+b; a(t)=V(t)=6at. 3. Indicatie. v(t)=3t"-12t; a(t)=6t-12, a(t)=0=1=2,
2

v =v(2)=-12. B;: 4. R=r, P —P(r)—E—r. C,: 6.4225 de lei. 7. Indicatie. Beneficiul brut

B(x)=p(x)-x—C(x). x=11 unitati, B, =479 u.m. 8. AM =64 km.
Exercitii §i probleme recapitulative

A o) (om0, 14,00, [0, /50) (= A [N 3 2

2. a) (—oo, =1\, [-1,4e0) /; b) (—o0, 0] /, [0,1]\, [L,4o0) /; €) (—co, —2]<., [—2,—

:—%,m 75 d) (—w,;‘]/, [?,2]\, [2,+%0) /5 €) ( o, —\H\, [—\1512}/
:ﬁ,m N ) (oo, 1], [L 400) /. 3.2) (coou 1]\, [, 4) /7 b)( o —ﬂ\.,[—g,o: /,
0. %} NES +<>°)/; &) (=00, ~21 2, [2, 2\, [2+29) /5 ) (o0, +99) /5€) (oo, ~1] /, [-L 1]\,
[1,+oo)/;f)(—oo,—§]/,[ ]\. [0, +o0) /. 4.2) m=-3, M =2; b) m="" 2‘F , M =8
6.2) a=2 b) a=->. 7. B, =B(39)=4443 lei. B, 9.a) (=o,~1]\, [],+e) /;

2
b) (—oo, 1]\, [-1, 1] /, [1, +e0) \; ¢) (O, e%]\., [e%, +00) /. 10. me (-0, —1]. 11. a) Strict
concava pe (—eo, —1) si strict convexa pe (—1, +e<); b) strict concava pe (0, 7r) si strict convexa pe
(, 2m); c) strict concava pe intervalele (—eo, -3 ) si (0, V3 ) si strict convexa pe intervalele
(—f 0) si (f 3, 4e0); d) strict convexa pe intervalele (—oo, 0) si (0, +o0). 12. a) x=0;
b) x=0; ¢), d) nu are puncte de inflexiune; ¢) x=¢; f) x=0, x=4. 16.2) me[0,1]; b) me &,
c) me (=0, 0)U (L, +o0); d) m=1. 17. x=26, B, = B(26)=336 lei.
18. ae (oo, ~1]U{0}U[L, +o0). 19. Litimea %m, lungimea 30 m.
Test sumativ
Profilul real. 1. A. 3. m=—co, M =2In2. 5.V, =1000 u.m. si se realizeaza pentru impozitul
de 50 u.m. pentru o unitate de produs.

Modulul 6

§ 1. Profilurile umanist, arte, sport. A: 1. a) 3+2i; b) 2-2i; ¢) \/§+\E+(1—\B)i;
d) 14+2i; e) V6 +43+(2-3)i; ) %(8—0; g) i(3—i); h) 25-22i; i) —2+2i. 2.1)a) i
by —1:¢) 1; d) —iz e) 1; 2) k=2n, neZ  B: 3 a) x=-33, y=20; b) x_—l,y—%
c) x=-11, y=-8; d) x:%(3—4\/§),y=8—\/§. 4. 1)d), f) g),1);2)a) S= { 3+1\/7}
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oo 5 o o

g) S= {2 } h) S={-1%i}; i) S={- 2+f} 5.2) 22i; b) 36. C: 6.a) S={2-i};

il ol I PRI (R 1
b) S—{29(1+121)}, c) S {3(9 131)}, d*) S=02+il. 7. a) S {1 i 3},
b) S={%((2+i)zz -i,2,), z,€ C}. 8.a) {-1%1i}; b) nu existd; ¢) nu exista.

Profilul real. Ay: 1. a) —1+2i; b) 6-2i; ¢) B3+V2-(1++/3)i; d) —10-10i;
) 6-3-(3+2)i; ) %—%i; 9) %Jr%i; h) 21-20i; i) 2+2i. 2. 1)a)—i;b) 1; ¢) 1; d) —i;

37 20 1 2 7 8

_1; 2) k=2 5 Z. 3. =, y=— b - __7 —_1 =-2.

©) ) n, ne a) x=T Y= D)X= y=ogs 0) x=og y=—

d) XZ—M,yzf&Jr\/g. 4. a) S= 3_i‘/E, 3+i‘/g . b) S= %, 1+1\/7 .
4 4 2 2

¢) S=171= 1‘/75 _1+1‘/7 . d) S= o2 -1 -2 | ¢) S:{l—3i 1+3i}_

22 22 ’ 20 2 [

f)S:{—2—5i\/§, —2+51\/§}; g)S={5—i\/@’ 5+iﬁ7}; h) S={1—i, 1+i}; i) S= -2, 2+i}.

5.2)4;b)-52i. 6.a) S=1{1+2i}; b) S= { G- 41)} ¢) S= {—§+5i}; d*)S={%(4—3i)}.

Bi: 7.2) S= {1 i, —f} b) S= { (2+1)z, -1, z,), zzeC}. 8.a) {lti}; b) nu exista; c) {3i}.
1442 1442
5 +1 5

9. ) 0; b) %(19—30771). 10.2) z* +4; b) 2 —1; ¢) @’ —ab+b>. Cy: 13.

1-/3
X

14. a) Da; b) nu; ¢)

§ 2. Profilul real. A;: 1. b) Numerele reale; numerele pur imaginare si zero; ¢) |z]|.
2.a) (-} b) {£(2-3D)}; ©) T+ d) FE3 D} ©) FE3-iV2)} ) HEE2 +iV3))
Bi: 3.1)a) S={-1+i,—3—i}; b) S={1+2i,—6i}; c) S={i,-3+i}; d) S= { “3+i, %}

e) S={-1+i1-i}; f) S={-7—1i, 7+i}. 2) Da. 4. {H(B-ci)}. 5.a) 5(cosm+isin7);

b) 3[c0s(—72t)+isin(—7;):|; c) 2[cos(—§)+1sm(—3):| d) Zf[cos(—él)ﬂsm(—;fﬂ;
e) cos(—zgr)+isin(—2§); f) 4(00545+1s1n4§[); 2) cos(arctgg)+isin(arctgg);
h) cos[—’2‘+¢)+isin(—”+<p); i) 27 (cosz +isinm). C;: 6.2) 1;b) —64(1+1); ) 512(1—iv/3).
7.2) {—i, & ;“}; b){ 3 —(1+1I)} ) {+ [(W3+D)-(3-Dil, + [(ﬁ—1>+(ﬁ+1)i]};

d) {‘f(lii), ‘25(—111)} 8.2)i; b) 2—i, —2—1i.
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§3. Profilul real. A;: 1.2) S = {*\/E(cosl(Bn +24kr) +isini(23n: + 24kﬂ')) ‘ k= 0,3};

b) S= {ﬁ(cos(—n+z4kn)+151n(—n+z4/m))k 0, z} ) S={£l, £4/6}; d) S={*1, +iv2};

€) S:{iﬁ,iiﬁ}. 2. 5=10, -1, 1}. B;: 3. S={£k+i

4. a) SZ{—L i, _5_2\/27 5+\/7} b) S§= {2+\/§ —+1[} c) S= { 5—5/ﬁ’S+;‘ﬁ}

C;: 6.a) —5i; b) 5; ¢) nu apartine.

£, =co0s 2k—n+151 2]{—” k=0,3}.
4 4

Exercitii §i probleme recapitulative
Profilurile umanist, arte, sport. A: 1. a) 1+2i; b) 2—2i; ¢) —10—10i; d) %—%i; e)—i; ) 1;

2)—i. 3.2) S={£2i}; b) S={+4+3i}; ¢) S={%(—lii)}. B: 4.1. 5.a) —4(J3 +i); b) —%.

C:6.a) 2+i; b)lz—7+ g ¢) —i; d)—+% 7. zz‘/f—i.

Profilul real. A:1.a) 1-2i; b) 2+2i; ¢) —10+10i; d)g é1 e)i; f) 1;g)i. 3.a) S ={%3i};

b) S ={+4+2i}; c) S={5(lii)}. 4.1. 5.a) —4(\/3-i); b) —l. 6.2) 2+i; b) m+ @

o) —i; d)—+ii. B.:7.z=§+i. 8.-64. 9.2) S= { 3+f 3= r}b)S {‘E i};

13 3

6
b) COS(—§+a)+isin[—72r+a) 11.a) {f(cos¢t+151n¢t)|¢t {2” 83,14”}}’

9
3 .. T 197 3lr A6, AT, 9
b) {3/4(cos<p,+1sm<p,)<p,e {718 1818 }} 12.2) =2°;, b) =2"; ¢) 2"

C,: 13. —1. Indicatie. iInmultiti egalitatea cu z—1; se obtine z*'=z. 14. n=4k, keN.
15.b) Punctele M, si M,. 16.a) S = {—1ii\/5}; b) V3; c¢) imaginea solutiei —1+i2 apartine

cercului, iar a solutiei —1—-iv/2 —nu.

¢) S={l+i}; d) S={0,ti}; e) S={1-i08-04i}. 10. a) cos(—”)+isin(—’6‘}

Test sumativ

Profilurile umanist, arte, sport. 1. x=1, y—g 2.a ) =——1i; b) 123 3. S={£(4—i)}.

5050
4.b) S:{lﬁ;‘r} 5.2)2i:b) C.

Profilul real. 1. a) ~1-8t33 1) _ B L5 0 Nu are: b) s:{_ﬁf}

2 53 53

3.z,=-1,z,=-1-1. 4 24 +2%-i. 5.a) Pentru ze R numdirul 2z° este real;

b)s={\g(i*§ ;] —3@1}. 6.b)Nu.
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Modulul 7
9 -1 5 8 2 341 1+1
1. Profilurile umanist, arte, sport. A: 1. . b ; ;
31 Profilu 7 a)(l 7) )(1 3 —l—i] C)(i 242
5 N 3 -3 2 2 4 6i -2 10i 73

1
d) , Leolo 6L nl 4 o —2if olo 4 -2 mn| 2 2}
241 —1+i . . . . _3 2

9 3 -2 14 6 21 =2-21 —61 2

i 1
51 —1+1) . . -4 5
1) ;) |0 0 —2[ 2. Nu exista astfel de numere. 3. a) 4B= ,

4 Si i 12 51
1 2 1
-3 27 0
17 43 6 —42 -48 .
BA= . b) AB= , BA nu exista, c) AB=|12 4 6|
18 30 -18 14 8
11 5 7
-3 18 0 at+x l1+x a+l+x at+c 2 x4z
BA=|18 4 3| d)AB=|b+y 1+y b+l+y| BA=| b+c 2 y+z [ e)dBnu
33 10 7 c+z 14z c+l+z a+b+c 3 x+y+z

. 0 9 10 24 6 3 46 32 7 15
exista, BA= ; f) AB=BA=A. 4.a),b) ; C) ; d) ;
-1 3 3 10 4 8 -10 -8 10 22

) 7 15 f) 7 10 ) 13 =21 B: 5. a) -9 -62 b, ¢) e
e ; ; . : 5. a ; b), e) nu exista;
10 22 5 7 & -21 34 12 -5

—46 9 27 a*+bd +cg—1 ad+ed+fzg  ag+hd+ig 9 1
ol 39 -69 27| 0| ab+bc+ch bd+e’+ fh—1 bg+ch+ih .6.a);[ ];

96 144 —63 ac+bf +ci detef +fi  cg+ fh+it—1 37
-5 18 0 50 2 16 16 8
o112 2 6| 70|10 5 6lb)|16 16 8]
22 10 13 00 1 8 8 8

22 33 44 22 33 10 10 13 11 11

C: 8.T=11-T=[44 22 33 66 33| 9. M=M+M,+M,=[19 11 9 5 12|

33 L1 22 33 55 12 13 9 17 8

10. a) In a doua clasa. 11. Nu.

5 1
9 1 3+i i 3 —2+i 30 9
Profilul real. A;: 1.2) ;b)|8 -3¢ 1 ! b ad 1 ;e) ;
-1 7 1+1 2421 21 —1+1

2 4 -2 6 0 2 7 3 s 4
Hl2i 0 14} g|-2 4 —1—2i;h)§ 2;1)(11, 5_}j)i 0 2|
- 1 1
4 -2 6 10i -2 -6 5 2 i

17 18 -4 12 .
2, x=2,y=1,z=-1L u=0. 3. a) AB= , BA= ; b) 4B nu exista,
43 30 5 51

EE



Raspunsuri si indicatii

6 —18 -3 18 33 -3 12 11 atc b+c a+b+c
BA=[-42 14} c)AB=| 18 4 10| BA=(27 4 5[ d) 4A4B=| 2 2 3 ,
—-48 8 0 3 7 0 6 7 X+z y+z x+y+z
0 -1

a+x b+y ct+z

9 3 6 4
BA=| 1+x I+y 1+z | e) AB= 0 3 BAnuexista; f) AB=BA=A. 4.a),b) [3 8]
a+l+x b+l+y c+l+z

24 10
)46 —-10 d) 7 10 ) 7 10 H 7 5 ) 13 =21 B.:5.1)a) -9 12
c ; ;e ; ; . Bi:5.1)a ;
32 -8 15 22 15 22 10 7 & -21 34 ! -62 -5
-46 39 96 a’+bd +cg—1 ab+bc+ch  ac+bf +ci
b), €) nu existd; c) 9 —69 144 | N | ad +ed + fg bd +e+ fh—1 dc+ef + fi
27 27 -63 ag +hd +ig bg +eh+ih cg+ fh+i’ -1
~5 12 22 2—a -b 2-c
HNu 6.a) 4 0 ) by nuexistii o) 18 2 t0b ot -1 1 1 |
3 12 7 > b 3 > 3 >
0 6 13 2-x 2-y 2-z
2—-a -b -c 2,2 33 44 22 33
e)nuexisté;f)% -d 2-e —-f | 7.1,=11-T=|44 22 33 66 33|
-g -h 2-i 33 L1 22 33 55
10 10 13 11 11
I n C, Cy
8 M=M+M,+M,=[19 11 9 S5 12| 9.a) ; b) , ¢, —numere
- 01 Cro Cr
12 13 9 17 8
A0 .. 0 -33 19 32
Fibonacci: ¢, =0,¢,=1, ¢, =c¢, ,+¢,,; ¢) | 0 l’; 0f d 4 47 -1}
0 0 .. & ~5 —50 -29
6 21 —-10 17
5 10 0 16 16 8 151 1L7\F
-1 54 =51 30
e) L 10.2){0 5 ofb)|16 16 8] Cp:12.5=[103 81 |F.
-4 -39 20 7
2 6 1 8§ 8 8 15,4 118 |F,

26 19 -2 71

. 1 0 2 0
13. a) In a doua clasa. 14.b) De exemplu, 4 :(2 3), B :(2 4].

§2. Profilurile umanist, arte, sport. A: 1. 1) a) —10; b) 24; ¢) —a; d) —17i; ¢) 9-10i; f) —374;
Th)—22: 1) 4: 1) — h— icat SN =200 gy e (13 22
g)—11;h)-22;1)4;j)—18. 2. 1) a)-i) —poate fi aplicata. 2)a) S—{( 7 J}, b) S {(23, 3 )},

19 3\ (21 =27\ _|(mp—ng mq+np\|. _ :
©) S‘{(m’m)}’ d S‘{(S’s)}’ €) S‘{(munw i )} B §=110.Dy;

2) S={(13,2)}; h) S={2,1,3)};1) S= {(g, 0, —g)}; Jj) nu poate fi aplicata regula lui Cramer.

B:3.a) S={(I—i, —)}; b) S={(2—i, 2+0)}; ¢) S={(B3+11i, =349, 1+7i)}.
4. s:{‘y—;‘g} C: 5. a) f(x)=x*-3x+8 b) nu existd; ¢) x,=> f(xo)z?.

3
27



Raspunsuri si indicatii

6. a) Indicatie. Adunati la liniile doi si trei linia intdi inmultitd cu —1. (a—b)(c —a)(c—b);
b) (x—a)’(Qa+x); ¢) —2(x*+3°). 7.a) S={1,2}; b) S={0, 3a}.

Profilul real. Ay: 1. 1)a)—10; b) 24; ¢) —a; d) —17i; €) 9-10i; £) -374; g) —11; h) ~22; i) 4; §) —18.

2. 1) a)—i) poate fi aplicata. 2) a) S:{(171_72)} b) S={(£;32)} o) S:{GZ’S)};

o s={(3. 7 o s={ 157, rte )0 s=10.005 9 5=10.3 25 W 521019

a+b*’ aF+b

i) S= {(5 0, —ZJ}; j) nu poate fi aplicata regula lui Cramer. 3. a)—20;b) 0; ¢) 0; d) —15; e) 36.

3’ 3
8 4 —4 1 4 3
4.1 mversabile: ) M CE o Mol 127 aba-|lo1 s 3}
. 1) a)—g) inversabile; )a)g 4 _1f )5 ) 0 c)% )
6 2 8 1 -6 —4
11 1 1 2 -6 —26 17
S 11 -1 -1 17 5 20 -13 NEY
| | -1 - - - —3+i\3
) —| -4 5 3= : | B:5. §=JT2EWO L
)17 Y90 0 af?l a0 2 { 8 }
12 2 9
1 -1 -1 1 4 -1 -5 3

6.2) f(x)=x"—3x+8; b)nuexisti; c) x, =%, f(x0)=%. 8.2) S={(1+1, 0)}; b) S={2+1, 2—-1)};
4 3
c) S={(3-11i, -3-9i, 1-7i)}. 9.a)4u.p.; b) coliniare; c) 22—7u.p.; d) 13 u.p. 10. Xzé[ 5 1),
1(4

-1
Y=5(6 1). 11.a) S={1,2}; b) §=1{0,3a}. C;:12.a) Se va schimba in opus; b) nu se va

schimba. 13. Se va schimba in numir complex conjugat. 14. Determinantul se va inmulti cu o’
15. Indicatie. Dezvoltati determinantul dupa coloana a treia. 16. a) Indicatie. Adunati la liniile doi
$i trei linia intai inmultiti cu —1. (a —b)(c—a)(c—b); b) (x—a)’(2a+x); c) ab(a’ +b* —cb) +
+c(c’ —b*c—a’). 17.a) Indicatie. Adunati la linia intai linia a treia si scoateti factorul comun.
(@*+b*+c*)a-b)a—c)c—b)a+b+c); b) (a—b)(b—c)c—a)ab+ac+bc).

§ 3. Profilurile umanist, arte, sport. A: 1. a), b), d) nu este solutie; c) este solutie.

2. a) S={ D}; b) S={0 -D}; ¢ S={{ 2)}; d) S={1 0)}; e) S={({ 0, D};

HS={1 -3,3)} 2 S={{1, 1, -2)}; h) S={(, 2, -2)}. B: 3.4,5um.;4um.. 4.a)seaduna

membru cu membru ecuatiile 1 si 3; b) se aduna membru cu membru ecuatiile 2 i 3.
2x+y+z=283,

C: 5.a) {x+2y+2z=24,6, Preturile: 9um.; 5,3 um.; 5um.dela F,, F,, F, respectiv; b) preturile
x+y+2z=243.

se determina neunivoc. 6. a) Indicatie. Inlocuiti ecuatia a treia cu 2x —z =2; b) Indicatie. Inlocuiti

ecuatia a treia, de exemplu, cu suma membru cu membru a primelor doua ecuatii.

Profilul real. A,: 1. a), b), d) nu este solutie; ¢) este solutie. 2.a) S={(1, 1)}; b) S={{, -D};

c) S={1 2)}; d) S={1 0)}; e) S={1, 0, D}; ) S={{1 -3, 3)}; g S={1L L -2)};

h) S={( 2. -2)}. 3.9) s:{(‘ﬁg“‘, 12, —4d )} b) S={0, 2 -D};0) S={1 -1, 0, D},

4. a) S={(3a,q, —a)\oce R};  b) S={ 30, 0)|aeR}; ¢) S={(0, 0, 0)}, A=0;

S={(-a, 2a, o)}, A=0; d) S={(0, 0, 0)}, AeR.
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Raspunsuri si indicatii

Bi:5.a)4,5um.;4um. 6.a),d),e), ) compatibil; b), ¢c) incompatibil.
7.a) S={(é(11—(x), %(—1+0{), a)ae C}; solutie particulara: (3, -2, —4); d) S={(l, 2, -2)};
e) S={1 2, D}; ) S={(A, 1, 0)}, A0, S={(-o, 1-20, )| xe C}, A =0.

u 0 2x+y+z=283,
8. 5= a,beR ;.
a-b b

Ci:9.a) {x+2y+z=24,6, Preturile: 9u.m.; 5,3 u.m.; Sum. dela
F,, F,, F, respectiv; b) sistemul respectiv va fi compatibil nedeterminat, deci preturile se determina

xX+y+2z=243.

neunivoc. 10. Indicatie. a) Inlocuiti ecuatia a treia cu 3x+2z =3; b) inlocuiti ecuatia a treia cu

. . 2 3) (-2 =3} (-2 -l
suma membru cu membru a primelor doud ecuatii. 11. {(0 1} ( 0 1} ( 0 1}}

Exercitii si probleme recapitulative

Profiluril ist, art . A: 1.2) 20 - b) 2000 - 2.1)a)2x2
rojiiuriie umanisi, arte, sport. . 1.a 5 . O} . a 5
' » arte, 5p -1 3 1+2i 1 3 —2+i

2 1 3
b)3 x3;¢c)2x2;d) 1 x3;e)3 x 3; ) nu exista. 2) a) (Z 1(3)} b)y|4 2 6] c) (—IZi —26}
11 -7 29 6 39
d) (-5 52 -33);e)| 9 -9 32|; Hnuexisti. 3.a) x=—1, y=2; b) x=5, y=11 sau
13 -5 26
x=-1, y=5. 4.a)—1;b) 0;¢c)-70;d)-88;¢) 0; ) —21i; 2) 0; h) 0. 5.a) S={(2, )}; b) S={(1, 1)};
9 5= (L1 1} ) S=((3. 2.} 9) S=2; S={(1, ;)} B S={(4.5,0: 1) S=1(2.3, D).

1 -6 X
B:é. 3 7. 1x2. 8.5 gandaci si 3 paianjeni. C:9. oz =42, 10.Invasull—1,5/,invasul [I-9 /.

11. Persoana I — 2 000 u.m., persoana II — 3 000 u.m., persoana III — 5 000 u.m.

5 i -3 301 -1
Profilul real. A,: 1. . b L 2.1 2%x2;b)3x3;¢)2x%x2;
rofilulreal. A1)l e 5 s f P 4 —1+21] )?) )3x3;0)
2 4 6 ) ) -5 11 9 13
9 3 1 =21
d)3x1;e)3x3.2)a) (10 3]; by[1 2 3| ¢ (2 6} d)| 52[e|-7 -9 -5]|
36 9 -33 29 32 26

3.a) x=1,y=-3; b) x=1,y=2,u=0,v=3. 4. a)—i; b) 0; ¢c) —70; d) —88; ¢) 0; ) —211;
g) 0; h) 0. 5. 1) e), g) incompatibil. 2) a) S={(2,1}; b) S={G,1}; ¢) S={1,1,D};

d) S={3,2,D)};e) S=T; ) S:{(l, 1)}; g) S=0; h) S=1{(2,3,-1)!. 6.a) 1;b)36;c)—15.

2
5 . 8 7 3 -6 20 -15
—i
7.a) L b),e), g), h)nuexista 47; ¢) 1 14 —-14 14 d) L 30 —-12 31|,
3 —i 70 88
-34 14 -4 -20 8§ -6
r B 7 _1
4 -6 4 -1 4 36 18 18
17 -85 6 14 —11 3 T
1 S - . -1_| 4 12 6 6 |
2116 10 —1| 8.a) 4" = - b) A7 = :
2T S ) 4 1110 -3 o L _2 _1
61 -9 3i 9 9 9
-3 =3 17 11
4 12 6 6




Raspunsuri si indicatii

2 7 0 =8
7 2 =15 17
o) A =L 9.2) S:{ sS4, By L |te C};
1502 -8 0 7 3 3 6 6 6 6
-8 2 15 -13

b) S={(5-3t, -5+2t,1-1¢, t)\te C};c) S={(-5+2A+4t, -1+ A+1t, A, t)|l,te C};

R 13
d) S= l+5t,l—zt,l+5t,6t ‘tEC . 10.Invasul I1-7,5 [, invasul II-45/. B;: 11. .
6 6 6 6 -6 1

12. 1x2. 13.2) ace C\{?}; b) ae C'. 14.a) S:{%(lii)}; b) §={-2,0,1£i}.

15.2) S={(-5a, a, t, - 30 +1) ‘a, te C}; b)pentru Ae R\{l,-2}, S={(0, 0, 0)};

pentru A=-2, S={(@,1, t)‘teC}; pentru A=1, S={(et,t,—x—1)|ca, te C}; c) pentru A =1,
S={(0, 0, 0)}; pentru A=1, S={(2¢,-3t, 5t, 41) ‘te C}. 16. Biciclistul I — 15 km/h, biciclis-
tul IT-9 km/h.

1
C;: 17.2. 18. (0 nla . 19.b) Cea mai mica valoare: —4, cea mai mare: 4. 20. 7 =6 (un. cub.).

01 2
21.|4 3 4| 22.Pentru o # £2 sistemul este compatibil determinat; pentru o =2 sistemul are
210

o infinitate de solutii; pentru o =-2 sistemul este incompatibil. 23. Persoana I — 2000 u.m.,
3 -5
persoana II — 3000 u.m., persoana III — 5000 u.m. 24. X :(O 4} 25. oe (-1, 1)\{0}.

Test sumativ
. . 8§ -1 4 5 0
Profilurile umanist, arte, sport. 1. 1) a), b) se poate calcula; 2) a) ; b) .

3 0 16 9 -2
0 -6 24
2. a) Determinantul sistemului este nenul; b) S={(, -1,0)}. 3. 30 -6 -90 |.
M, M, M, M, -38 8 122
1,9 2,85 57 285\4
4.7,=095T=[095 19 285 475|B
285 38 19 285)C
. . 4+71  4+5i
. -1 31 5+6i1 . .
Profilul real. 1. 1) a), b) se poate calcula; 2)a) | . b 12-91 —-8+5i |
41 2 4421 . .
6-91 —T7+i
1 1
0 3 32 22 15 -21
2.a)C; b) |1 1 =11 ¢ X=l 16 14 —18| 3. a) Compatibil nedeterminat;
6 5 7 4
- = == -4 -6 6
4 4 4

b) S={(1—%a, %a, 1—%05, o)|ae IR}, solutie particulara (1, 0, 1, 0). 4. C, 1200 w.m.;

C,—550 um.; C, -400 um.
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Modulul 8

§1. Profilurile umanist, arte, sport. A: 1. Nu. 2. F. 3.a) Nu; b)nu; ¢c) da. B: 4.a) PQ;
b) PC;c) OC. 5.3 plane. 6.a) 6;b)4. 7.a),b) Niciun punct, un punct, o multime infinita de puncte;
¢) niciun punct, un punct, doud puncte, o multime infinita de puncte. 8. Da, daca punctele sunt

necoliniare. C:9. %ﬁu.p. 10. 6 plane. 11. a) 10; b) 10.
Profilul real. A,: 2. Indicatie. Dreptele d, si d,, fiind concurente, definesc un plan ¢r. Deoarece
dreapta d, este concurentd cu d, si cu d,, rezultd cd d, are doud puncte diferite ce apartin
planului o. 3. Indicatie. Dreptele AD si CB nu sunt coplanare. By: 4. Indicatie. Daca trei puncte
ar fi coliniare, atunci cele patru puncte ar fi coplanare, ceea ce contrazice ipoteza. 5. Indicatie.
Aea si A¢ B, Be B si B¢ oo = dreapta cautata este AB. 6. Indicatie. Punctul D¢ (ABC).
C,: 8. Indicatie. Daca doua plane diferite au un punct comun, atunci toate punctele comune
apartin intersectiei planelor o si . 9. Indicatie. a(1 AB=C < 3 = [ separa punctele 4 si B.

§2. Profilurile umanist, arte, sport. A: 1.Nu. 2. Da. B: 3.alfc. C: 5. Necoplanare.
Profilul real. By: 3. d}f d,. 4. Dreptele d si AB sunt necoplanare. Ci: 5. alfc. 6. Multimea
punctelor spatiului fard punctele planului (4, d).

§3. Profilurile umanist, arte, sport. A: 1. d||MN. B: 2. EL|FM. C: 3. 2a) 10 cm;
b) 6 cm; ¢) 16 cm; d) bf .

a
Profilul veal. A: 1. Indicatie. AABB, ~AABC = AB, || AC si AD,DC, ~AADC = D,C, || AC.
Bi: 2. MN|(ABC). C;: 3. Indicatie. Aplicati teorema lui Menelaus. ﬁ. 4. Indicatie.
{M}=DM N 4B, {N,} = DN BC, atunci ADMN ~ADM,N,.

§4. Profilurile umanist, arte, sport. A: 1. Indicatie. MN || AB, NP||BC. B: 2. Indicatii.
a) LM || AB si MN || BC; b) {I,} = PM N AB; c) {I,} = PN AC; d) (ABC)(\(PMN)=11,.
C:3. 9, =1375em, Z ;. =225cm, &, ;. =3125cm.

Profilul real. A: 1. 38 cm.  B: 2. Indicatie. (MNP)||(ABC)= (MNP)(\(AED) este o
A+l , o, _dA+l ., o, P
A Lea” AT
a) AMEN ~ AAEB si ANEP~ ABEC; b) {I} = NR( BD.

dreaptd d || AD si Qe d. Ci:3.8cm. 4. X =

5. Indicatii.

Probleme recapitulative
Profilurile umanist, arte, sport. A: 1. a) 17,15 dm; b) 19,5 cm; ¢) 54 cm. 2. MM, =12 cm,
NN, =8cm. B:3.12 cm. C: 4. Indicatie. Dacd M, este mijlocul segmentului 4B, atunci
AMDL ~ AM,DC = ML || M C.

Profilul real. Az 3. a) 4(A-1) b) a; ©) L9 C(a-b). 4. 32cm. 6.

m+n
2n
7.0,25a” 11 u.p. By: 8. Indicatie. Fie I punctul de intersectie a oriciror doud drepte. Dacd am

presupune ca a treia dreaptd intersecteaza una dintre cele doud intr-un punct diferit de 7, atunci
aceasta dreapta ar intersecta si a doua, dar in acest caz dreptele ar fi coplanare, ceea ce contrazice
ipoteza. 9. Dreptele 4B si DC,unde {D}=a () AB. 10. Indicatie. Aplicati teorema 8. 11. Punctul
existd daca AB)DC, adica daca AD:DE # BC:CE. 12. Indicatie. Aplicati proprietatea liniei
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mijlocii si proprietatile paralelogramului. 13. Indicatie. Considerati un D M
punct Mec (Mey, AM| y, BM}{ ). Construiti (4BM)(Na, care )

este dreapta 4,B,, unde {4, }=a(NAM, {B,}=b(1BM sipunctul de c
intersectie este 4B 4,B,. Ci:15.2m. 16. AM, MN || DB, AN si

AL|| DB; a se vedea figura. A\ B\/\N
17. Indicatie. Intersectia a doud plane ce trec prin doua drepte paralele este o dreapta paraleld cu
cele doua drepte. 18. Indicatie. Fie BE = EC, atunci [MF] este mediand a AADF'. Din conditie,
AG:GE =2:1, deci [AE] este mediand a AADF. 19. Indicatie. Daca {I}= AC(\EF, atunci
IH (N AB este unul dintre punctele de intersectie, iar FH (1 DB este cel de-al doilea punct. 20. 7.

Test sumativ
Profilurile umanist, arte, sport. 1.8 cm. 2. a) 4B,, AD,, D,C,, B,C,, AC,, D,B,;
b) (ADB), (DCC,), (ABA,), (D,AB,). 3. a(0,5+~/3). 4.8 cm.

4

Profilul real. 1. alfb. 2. a) EF ||(ABC), b) GH ||(4BC). 4. 5-2/.

Modulul 9

§ 1. Profilurile umanist, arte, sport. A: 1. Indicatie. CDLCB, CD LCF = CD 1(CBF).
2. DALCB, CB|MN = MNL1AD. B: 3.24 cm. 4. MB=MD=5cm, MC=+/41cm.
5. AB=b. C:6. DE=42 cm, CE =217 cm, BE =213 cm, d:%\/286 cm.

2
Profilul real. A: 1. AB=/(a+b)’ +c. 2. 1/b2—4 .az . Bi: 4. Indicatie. AAEC isoscel =
sin’ &

= EO 1 AC; analog ABED isoscel = EOL1LBD. C;: 5. Ja* +¢*, Na* +b* +¢* +2abcosa,
Vb’ +c*. 6.Indicatie. Daca d =0\ B, atuncidin d, La=d, 1 d, iardin d, L B=d, Ld=d L(dd,).

§2. Profilurile umanist, arte, sport. A: 1. a) 3 cm; b) 0,6. 2. 24 cm.
B: 3. 3,8 m. 4. Indicatie. a) AAVD isoscel, [VO] — mediana; ABVE isoscel, [VO] — mediana
=VOL1(4ABC); b) AAOV =ABOV =ACOV =ADOV =AEOV =AFOV. C: 5. a) 3 cm;

b) 3V2 cm. 6. AB=+/(a—b)’ +c*.
Profilul real. Ay: 1. N2 em. By: 2. a) or=0,15% b) 45°. 3. 1,65+50-tg37,8°=40,43 (m).

4. =32°. 5. 2414 ecm. C;: 6. ¢S85¢%
cos B

§3. Profilurile umanist, arte, sport. A: 1. V6 cm. B:2.a) % cm; b)

3.3

e cm. C:3.15cm.

4.5cm.

Profilul real. Aq: 1. @ Bi: 2. Indicatie. a) Dacd O = pr, . E, iar [EM], [EN], [EP], [EQ]
sunt indltimile triunghiurilor AEB, BEC, CED si respectiv DEA, atunci OM = ON = OP = 0Q, deci
punctul O este egal departat de laturile rombului; b) AMOE = ANOE = APOE = AQOE = ZEMO =
=/ZENO=ZLEPO = ZEQQO. 3.Dacd O = pr, ;. E si[EM],[EN], [EP], [EQ] sunt indltimile triun-
ghiurilor AEB, BEC, CED si respectiv DEA, atunci AMOE = ANOE = APOE = AQOE, deci
MO=NO=PO=00. C,:5.30° 6. /3.
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Probleme recapitulative

Profilurile umanist, arte, sport. A: 1.a) 13 cm; b) 30 cm; c) \/ p +n’—m’; d) \/2 p+nt—s.
2. b —%cﬁ. 3.d,=2J6cm, d,=4J2cm. B:4.2)30° b) arccos(—;). 5.2cm. C:6.15m.

Profilul real. Ay: 3. Indicatie. Dreapta din planul o este perpendiculard pe pra. 4. 32 cm.

B:5.\b—a’. 6.2 —a’. Cp:8.-%  9.05m.
a+b

Test sumativ

Profilurile umanist, arte, sport. 1.3,5 cm. 2. J6em. 3. 542cm, vV29cem. 4.4 cm.
Profilul real. 1. %|a—b|. 3. /70 cm, 24/16,06 cm. 4.45°. 5. A4’ La, A'c a; A'D1d, De d;
AD 1 a.

Modulul 10

§1. Profilul real. A,: 2. Nueste. B;: 3. Este o transformare geometrica, dar nu este o izometrie.
4. Nu intotdeauna (de exemplu, proiectarea paraleld). 8. a) B’K’, unde A'K'=K'C’;
b) B'L’, unde ZA'B'L’= ZL'B’C’ etc. 9.Dacd Ce[AB] si f(C)=C",atunci AC=AC’, CB=C'B
si AC+CB=AC’+C'B, deci C=C’. Analog pentru C¢[4B]. 10. a) A se vedea problema 9;
b) nu. C;: 11. a) Da, dacd f(A4)=4, atunci f'(4)=f"'(f(4))=1(4)=A. b) da, deoarece
(f e f)A)=f(A4)=A. 12.Da, deoarece (f o f)(4)=f(f(4))=f(B)=A4.

§2. Profilul real. A;: 2. Sunt simetrice. 3. O infinitate $i multimea lor reprezinta o dreapta
paralela cu dreptele date. 4. Nu. 5.Nu. B;: 6. Sunt coliniare. 8. Da (centrul, orice dreapta, orice
plan care trece prin centrul simetriei centrale). 9. Identica. 10. Nu. C,;: 14. a) Un segment paralel
cu cel dat; b) o dreapta paralela cu cea data; c) un plan paralel cu cel dat.

§3. Profilul real. A,: 1. a) Triunghiul isoscel, dreptunghiul; b) triunghiul cu laturi de lungimi
diferite, paralelogramul. B;: 2. Dreptele care trec prin centrele a doua fete opuse; dreptele care
trec prin mijloacele a doud muchii paralele ce nu apartin aceleiasi fete. 4. Orice mediatoare a
segmentului 4B. Reuniunea este planul mediator al segmentului AB. S. a) Dreapta suport si orice
mediatoare a segmentului; b) dreapta suport a semidreptei; c) insdsi dreapta si orice dreapta
perpendiculara pe ea; d) orice dreapta din plan si orice dreapta perpendiculara pe plan; e) dreapta
care este perpendiculara pe planul paralelogramului §i care trece prin punctul de intersectie a
diagonalelor lui. 6. a) Imaginea dreptei paralele cu axa este o dreapta paraleld cu cea data; imaginea
dreptei care intersecteaza axa este o dreapta care trece prin punctul de intersectie a dreptei date cu
axa si axa este dreapta suport a bisectoarelor unghiurilor opuse la varf formate de dreapta si
imaginea ei; imaginea dreptei neconcurente cu axa este o dreaptd neconcurentd cu cea data.
7. a) Orice dreapta perpendiculara pe axa de simetrie §i insasi axa; b) axa de simetrie.
C:8aa=d sidea;b)a=d"sidLa’;c)dNa’ 3.

§4. Profilul real. A,: 2. Orice dreapta din plan si orice dreaptd perpendiculara pe plan.

B,: 3. a) Orice plan care contine segmentul si planul mediator al segmentului; b) orice plan care
contine dreapta si orice plan perpendicular pe dreapta data; c) insusi planul si orice plan perpen-
dicular pe planul dat; d) planul care contine dreptele date si doua plane perpendiculare pe planul

302



Raspunsuri si indicatii

definit de dreptele date si care contin bisectoarele unghiurilor formate de dreptele date; e) planul
determinat de dreptele date, planul perpendicular pe planul determinat de dreptele date, egal
departat de la dreptele date si orice plan perpendicular pe dreptele date; f) planul egal departat de
la planele date si orice plan perpendicular pe planele date. 4. Sunt coplanare. 6. 5m. C;:8. a|| 3,
dacd a||y; o )| B,daca o || v. 9. Punctul M este punctul de intersectie a dreptei 4B” cu planul
o, unde B’ este simetricul punctului B fatd de planul ¢. 10. Punctul M este punctul de
intersectie a dreptei 4B” cu planul o, unde B’ este simetricul punctului B fatd de planul .
11. Un cerc situat 1n planul care trece prin punctul 4 perpendicular pe dreapta d, al carui centru este
punctul de intersectie a dreptei d cu acest plan, iar raza — distanta de la punctul 4 la dreapta d.

§5. Profilul real. B,: 5. Puncte invariante nu existd. Orice dreapta si orice plan paralele cu
dreapta determinata de un punct si imaginea lui la aceastd translatie. 6. 7,,.

§6. Profilul real. A,: 2. Nu este. 3. Nu. 4. Un singur punct — centrul omotetiei. Orice dreapta
care trece prin centrul de omotetie. B;: 5.9 cutii. 6. a) Laturile triunghiului 4’B’C” sunt paralele
cu laturile triunghiului ABC; b) ase vedea 6 a). 7. AABC ~ A4,B,C,. C;: 9.a)Un cerc; b) un disc;
¢) un paralelogram; d) un patrat; e) un cub; f) o sfera.

§7. Profilul real. A;: 1. a) O infinitate de axe; b) o0 axd; c¢) o axa sau niciuna; d) nicio axa.
C,: 7. Indicatie. Considerati rotatia in jurul axei / care aplica punctul B pe punctul B’, astfel incat:
1) B’e (I4); 2) A si B’ sunt situate de parti diferite ale dreptei /. Atunci {M}= AB’(\[ satisface
conditia problemei.

Probleme recapitulative

Profilul real. A;: 1. Indicatie. Daca O este mijlocul [AC], atunci S,(d,)(d, este un varf al
paralelogramului cautat. 2. Indicatie. Daca O este mijlocul [AC], atunci S, (d) (1€ este un varfal

T°RV2

paralelogramului. B;: 3.a) h= TR b) R=6,5cm; A'B'=20,4cm. C;: 4.a) x=1(/2-1);

b) BD=I2, GD=1=AD = BG=x=1(y2 1) (a se vedea figura.) 5. Daca P =S ,.(P) si
P, =S8,.(P), atunci {X,} = ACNRP, si {Y,} =BC(PP,. 6.Punctul de impact este intersectia
bordurii cu segmentul ce uneste unul dintre aceste puncte cu simetricul celuilalt punct fata de
aceastd bordurd. 7. Varful C este intersectia dreptei d si dreptei B4,, unde 4, =S,(A4). 8. Fie
alld,ald, Daca d,=t_(d,), atunci {M,}=d,Nd,, iar M, =t _(M,). 9. Fie B,ed, si
BB, ||d,, 4, d, si A4, ||d,, @=AA,, b =BB,, atunci t__(A)=A, t._(B)=B,.

a+b
Test sumativ

Profilul real. 1. Planele bisectoare ale figurii date si orice plan perpendicular pe dreapta de
intersectie a planelor. 2. Dreapta situata in planele determinate de dreptele date, echidistanta fata
de acestea. Orice dreapta din planul determinat de aceste drepte, perpendiculara pe acestea, si
orice dreapta perpendiculara pe planul determinat de aceste drepte, care intersecteaza prima axa de
simetrie. 3. Fie a si b dreptele necoplanare date. Consideram dreapta 4B perpendiculara comuna
pe dreptele a si b (aceasta exista si este unicd), unde A€ a, Be b. Fie punctul C mijlocul segmentu-
lui AB. Consideram dreptele a,, b, care trec prin punctul C, paralele cu « si respectiv b. Atunci
axele de simetrie ale figurii date sunt dreapta AB si suporturile bisectoarelor unghiurilor formate de
dreptele a, si b,. 5.a)Da;b) da; c) da; d) in caz general, nu; e) in caz general, nu.
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